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Esercizio 1

Un manubrio è formato da un’asta rigida di lunghezza l = 1m e massa m = 1kg ai cui estremi A e B sono
saldati due dischi rispettivamente di raggio RA = 20cm e RB = 10cm. Il disco di raggio RA ha massa
mA = 1kg mentre il disco di ragio RB ha massa mB = 0.3kg.

L’asta è incernierata nel suo punto centrale C e il manubrio può ruotare senza attrito nel piano ver-
ticale. Si calcoli:

a) Il periodo delle piccole oscillazioni del manubrio (asta con i due dischi):

T = ............................

Ad un certo istante, un corpo puntiforme di massa mC = 0.1kg e velocità di modulo v = 10m/s urta il
disco di raggio RA nel punto P (come in figura). L’urto è perfettamente anelastico. La velocità del corpo
di massa mC prima dell’urto è perpendicolare all’asta AB.
Trascurando la variazione del centro di massa del sistema, dovuto alla nuova massa mC , si calcoli:

b) L’impulso assorbito dal vincolo in C durante l’urto:

pC = ............................

c) L’altezza massima raggiunta dal punto P nel moto oscillatorio successivo all’urto :

hmax(P ) = ............................
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Soluzione

a) Inizialmente si calcola la posizione del centro di massa del sistema rispetto al punto C:

dcm =
mA(RA + l/2)−mB(RB + l/2)

Mtot

con Mtot = mA +mB +m

Si calcola quindi il momento d’inerzia del manubrio (asta con i due dischi) riferito al punto C:

IC =
1

2
mAR

2
A +mA(RA + l/2)2 +

1

2
mBR

2
B +mB(RB + l/2)2 +

1

12
ml2

Dalla conservazione dell’energia si ha:

d

dt
(Mtotg(dcm − dcmcos(Θ)) +

1

2
ICΘ̇2) = 0

Derivando e sostituendo sen(Θ) con Θ (approssimazione di piccole oscillazioni) si ottiene:

MtotgdcmΘ = −ICΘ̈ ⇒ T = 2π

√
IC

Mtotgdcm

b) Durante l’urto si conserva il momento angolare del sistema. Sfruttando tale conservazione si può
ricavare la velocità angolare del sistema dopo l’urto. Si ha pertanto:

mCv(RA +
l

2
) = IC1ω

con IC1 = IC +mC(( l2 +RA)2 +R2
A) da cui si ottiene:

ω =
mCv(RA + l

2 )

IC1

La quantità di moto non si conserva, c’è, infatti, un impulso nel vincolo C, durante l’urto. Per
valutare il modulo di tale impulso si calcola la differenza tra la quantità di moto del sistema prima
dell’urto (piniziale) e quella dopo l’urto(pfinale) evitando di ricalcolare la posizione del nuovo centro
di massa (come specificato nel testo dell’esercizio):

piniziale = mCv

pfinale = (mC +Mtot)ωdcm

Da queste relazioni si ricava:

pC = pfinale − piniziale = mCv − (mC +Mtot)ωdcm

c) Per valutare l’altezza massima raggiunta dal punto P nel moto oscillatorio successivo all’urto si
sfrutta la conservazione dell’energia tra l’istante successivo all’urto e quello in cui il punto P rag-
giunge la sua massima altezza. Subito dopo l’urto l’energia del sistema è data da:

Einiziale =
1

2
IC1ω

2

Nel momento in cui P ha raggiunto l’altezza massima si ha:

Efinale = (Mtot +mC)g(dcm − dcmcos(θmax))

Uguagliando queste due espressioni si ricava:

hcm = (dcm − dcmcos(θmax)) =
1
2IC1ω

2

(Mtot +mC)g

Sfruttando i triangoli simili si ottiene:

hmax(P ) =
( l2 +RA)hcm

dcm

2



Esercizio 2

Una carica Q = 2 · 10−8C è distribuita uniformemente all’interno di una sfera di raggio R1 = 10cm.
Tale sfera si trova al centro di una sfera più grande di raggio R2 = 1m che contiene una carica negativa
distribuita uniformemente con una densità di carica ρ = −4 · 10−8C/m3.

Si calcoli:

a) il modulo della forza che agisce su un elettrone che si trova a distanza R1/2 dal centro della sfera:

Fe = ............................

b) La distanza R dal centro della sfera in cui si annulla il campo elettrostatico (si escludano le soluzioni
R = 0 e R =∞):

R = ............................

c) Il lavoro necessario per spostare un elettrone da R1/2 a R:

L = ............................
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Soluzione

a) All’interno della sfera il campo elettrico è, per motivi di simmetria, radiale e dipendente solamente
dal raggio:

~E(~r) = E(r)r̂ (1)

Il campo elettrico si può ottenere applicando il teorema di Gauss:∮
~E · d~S =

∫
ρpos
ε0

dV (2)

dove il volume è quello di una sfera di raggio r e ρpos = 3Q
4πR3

1
.

Sulla superficie della sfera di raggio r il flusso vale:∮
ext

~E · d~S = E(r)S = 4πr2E(r)

dove è stata utilizzata la proprietà (1).

Il membro destro dell’equazione (2) si può calcolare come:∫
ρpos
ε0

dV =
ρpos
ε0

V =
ρpos
ε0

4

3
πr3

Sostituendo nella (2) si ottiene:

4πr2E(r) =
ρpos
ε0

4

3
πr3 =⇒ E(r) =

ρpos
3ε0

r

Il modulo della forza che agisce su un elettrone che si trova a distanza R1/2 dal centro della sfera è:

Fe = qelettroneE(R1/2) = qelettrone
ρposR1

6ε0
= qelettrone

3Q

24ε0πR2
1

b) Sfruttando sempre il teorema di Gauss e il principio di sovrapposizione si cerca la distanza dal
centro della sfera in cui il campo elettrico si annulla. All’interno della sfera carica positivamente
il campo elettrico dovuto alla sola carica positiva cresce, all’esterno di questa sfera e, nella parte
carica negativamente si ha, invece, il campo elettrico dovuto alla carica positiva che decresce mentre
il campo elettrico prodotto dalla carica negativa aumenta. Proprio in questa regione va cercato il
punto in cui il campo elettrico totale è nullo.

All’esterno della sfera carica positivamente si ha un campo elettrico dovuto alla sola carica positiva
pari a:

E+(r) =
Q

4πε0r2

Campo elettrico generato da una carica puntiforme

All’interno del guscio sferico carico negativamente il campo elettrico (dovuto alla sola carica nega-
tiva) vale:

E−(r) =
ρ

3ε0

r3 −R3
1

r2

Ottenuto sempre applicando il teorema di Gauss.

Il campo totale si annulla ad una distanza R tale da rendere uguali i due contributi:

E+(R) = −E−(R) =⇒ Q

4πε0R2
= − ρ

3ε0

R3 −R3
1

R2

Da cui si ottiene:

R = 3

√
− 3Q

4πρ
+R3

1
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c) Si calcola la differenza di potenziale tra i punti a distanza R1/2 e R dal centro della sfera. Si
considerano i contributi della sfera carica positivamente e del guscio sferico carico negativamente
separatamente. Il potenziale viene posto uguale a 0 al centro della sfera.

Sfera carica positivamente:

V+(r) = − r2Q

8πR3
1ε0

per 0 < r < R1 e

V+(r) = − Q

4πε0r
+

Q

4πε0R1
− Q

8πR1ε0

per r > R1

Da cui si ottiene (per la sfera carica positivamente):

V+(R1/2) = − Q

32πR1ε0

e

V+(R) = − Q

4πε0R
+

Q

8πR1ε0

Sfera carica negativamente:

V−(r) = 0

per 0 < r < R1.

Per ottenere il poteziale all’interno del guscio sferico (R1 < r < R2), si calcola:

V (r) =

∫ R1

r

E(r̃)dr̃ =
ρ

3ε0

∫ R1

r

r̃3 −R3
1

r̃2
dr̃

L’integrale si può svolgere come:∫ R1

r

r̃3 −R3
1

r̃2
dr̃ =

(
r̃2

2
+
R3

1

r̃

)R1

r

=
R2

1

2
+R2

1 −
r2

2
− R3

1

r

da cui

V (r) =
ρ

3ε0

(
R2

1

2
+R2

1 −
r2

2
− R3

1

r

)
Da cui si ottiene (per la sfera carica negativamente):

V−(R1/2) = 0

e

V−(R) =
ρ

3ε0

(
R2

1

2
+R2

1 −
R2

2
− R3

1

R

)
Il lavoro necessario per spostare un elettrone da R1/2 a R si calcola nel seguente modo:

L = qelettrone(V+(R1/2) + V−(R1/2)− V+(R)− V−(R)) =

= qelettrone

(
− 5Q

32πR1ε0
+

Q

4πε0R
− ρ

3ε0

(
R2

1

2
+R2

1 −
R2

2
− R3

1

R

))
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