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ESERCIZIO.1 — Meccanica

(Figura qualitativa e non in scala a scopo illustrativo)

Una corda inestensibile e priva di massa ¢ avvolta attorno ad un cilindro di massa m;= 250 g e raggio r =10 cm appoggiato
su un piano orizzontale (vedi figura). La corda passa da una carrucola priva di massa e priva di attrito ed & collegata
all’altra estremita ad un corpo di massa mo=375 g assimilabile a un punto materiale. La massa moy viene lasciata libera
di cadere, partendo da ferma, sotto l’azione della forza di gravita. Nell’ipotesi in cui il moto del cilindro & di puro
rotolamento:

1 Determinare il modulo dello spostamento |c71| del CM del cilindro my se la massa ms scende di un tratto do=25 cm

Nota Bene: assumere per i calcoli g = 9,81 m/s?




ESERCIZIO.2 — Elettromagnetismo

Un cilindro ideale di lunghezza infinita e raggio R = 1 ¢m & costituito da un materiale omogeneo isolante. Il cilindro &
immerso nel vuoto e al suo interno ha una distribuzione volumetrica di carica che dipende dalla distanza r dall’asse del
cilindro (asse z della figura) con p = po € po = 1.2 x 1073 C/m?.

1 Scrivere espressione del vettore campo elettrico B in tutto lo spazio in coordinate cilindriche. Determinare
I’espressione del modulo del campo elettrico E in funzione della distanza r dall’asse del cilindro e fare un grafico
qualitativo di E in funzione di r.

2 Calcolare la differenza di potenziale AV = V(A) — V(B) esistente fra i punti A e B (vedi figura) di coordinate
cartesiane A=(2R,0,0), B=(3R,0,R)

Supponiamo ora che la densita di carica (di conseguenza il materiale isolante) ¢ in moto rettilineo uniforme con
velocita v, = 1 x 10 m/s, dove I'asse z coincide con l'asse del cilindro (vedi Figura):

3. Determinare il vettore campo magnetico B in coordinate cartesiane nel punto A
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(Figura qualitativa a solo scopo illustrativo )



Soluzione Esercizio 1

=
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(Figura qualitativa e non in scala a scopo illustrativo)

Domanda.1l

Poiche il cilindro si muove di moto di puro rotolamento il punto A del cilindro ha una velocita pari al doppio della velocita del
CM del cilindro. Inoltre la velocita del punto A del cilindro corrisponde alla velocita di msy. Pertanto se mo scende di ds, il CM
di my si sposta di da/2 = 0.125 m.

Domanda.2
Nella discesa si conserva ’energia del sistema essendo nullo il lavoro risultante compiuto dalle forze non conservative. Infatti,
la forza di attrito statico nel moto di puro rotolamento non compie lavoro, la reazione del piano € ortogonale allo spostamento
e non compie lavoro sul sistema, la tensione essendo la corda ideale (inestensibile) fornisce un lavoro complessivamente nullo
sul sistema. Quindi nella discesa si conserva ’energia. Pertanto, indicando per il sistema rispettivamente con k; e kf I'energia
cinetica iniziale e finale e con U; e Uy I'energia potenziale iniziale e finale vale:

kp—ki=U; — Uy

Poiche la quota di m; non cambia U; — U} ¢ la variazione di energia potenziale di my per cui U; — Uy = mogd,. L’energia cinetica
iniziale del sistema & nulla mentre 1’energia cinetica finale & data da:

1 1
kf= §m2v§ + §mlvf + 5](.0%

dove abbiamo usato il teorema di Koénig per esprimere ’energia cinetica di my e I = %ﬁ ¢ il momento di inerzia del cilindro
rispetto al suo CM. Essendo il moto di puro rotolamento v; = wyr con w; pari al modulo della velocita angolare attorno al punto
di contatto del cilindro, inoltre vale (vedi risposta Domanda 1) v; = %02. Esprimendo ’energia cinetica finale funzione di vo
otteniamo: ) s ) )
1 1 v 1 myrs v v mi  mq v 3
kf = —movs + —mj—= + = —zz—z(m — —)z—zm -m
FTgmE Tty Ty T My T p (M2t

Applicando la conservazione dell’energia determiniamo quindi vs:

2 3 2 d
% meo + —=mqp | = mggdg = Uy = L‘%Q =1.98 m
2 8 (mg + gml) S

Domanda.3
Possiamo utilizzare due metodi per rispondere alla domanda 3. Il primo metodo sfrutta la I e la seconda cardinale del corpo 1 e
la prima cardinale del corpo 2 . Con riferimento alla figura per la scelta degli assi e dove abbiamo indicato per semplicita solo



le forze che hanno componenti non nulle nelle equazioni utilizzate, poiche dalla condizione di puro rotolamento e dalla risposta
alla domanda 1 valgono le seguenti relazioni:

1 1 1 1 as
A1y’ = A1 = —Q1,T = 01T Vig = V1 = i’Ugy = 5’02 = a; = 5(123/ = 50,2 = a1, = —Z

per il corpo 1, considerando la proiezione lungo x’ della I cardinale e dalla seconda cardinale, otteniamo:

T — fo = miaiy = 3mias T — fo = gmias B 1 1\ 3 3
{ T — Tfa — oy, = —I% = T—Ffa _ omyr? an lmlag = 2T = mqas 5 + Z = Zmlag = T= émlag

2 2r2 7 4

dove nel penultimo passaggio abbiamo sommato le due equazioni del sistema. Consideriamo per il corpo 2 la proiezione lungo y
della I cardinale, sostituendo ’espressione di 7' in funzione di as ottenuta in precedenza otteniamo:

mag
mo + %ml

mimag

——— =074 N
(%mg + m1)

3 3
mog — 1T = moas = Mog — gmlag = a9 = =7.85 g = T= gmlag =

11 secondo metodo sfrutta la conservazione dell’energia e la proiezione della prima cardinale lungo y (vedi figura) del corpo 2.
Assumendo 'origine dell’energia potenziale in y=0, 'energia E del sistema quando msy € a una quota y nel moto di discesa ha
la seguente espressione:
2
v 3

E = mag (costante — y) + ?2 (mg + 8m1)
Dove per l'energia cinetica abbiamo utilizzato 1’espressione ottenuta per essa in funzione di vs nella risposta alla domanda 2.
Poiche ’energia si conserva:

dE _, _ 28
7 = 0= —magy 5 VU | Mo 3 my
Poiche 3 = vy, otteniamo:
2 3 2 3
0 = —magua + VU2 | Mo + =y = —mog+ =02 [ ma+-mp ) =0 = Vo = ag = mizg =17.85 Ez
2 8 2 8 (m2 + §m1) S

Per il corpo 2 utilizziamo la proiezione della prima cardinale lungo y (vedi figura) del corpo 2 per ottenere il modulo della
tensione:
T=mo(g—az)=0.74 N

Note
Nelle nostre ipotesi abbiamo assunto che la forza di attrito fosse diretta come in figura. Dalla proiezione della I cardinale lungo
x’ si puo verificare se la nostra ipotesi e giusta o se dobbiamo cambiare verso alla forza di attrito:

1 1
T—f, = Fmiaz = fo=T— 3mias = —245x 1071 N
Per cui la forza di attrito ha verso opposto a quello indicato nella figura.
Per il calcolo della velocita della Domanda 2 avremmo potuto anche potuto rispondere prima alla Domanda 3, determinando as.
Osservando che as € costante, dalle condizioni iniziali si ottiene:

2 d
vy = \/2a9ds = _ “Magds

(ms2 + §ma)



Soluzione Esercizio 2

Domanda 1
Data la simmetria cilindrica del problema, il campo elettrico in coordinate cilindriche ha solo componente radiale E,. e dipende

unicamente dalla distanza dall’asse del cilindro, r, essendo esso invariante per rotazioni attorno all’asse z, per traslazioni lungo

il medesimo asse, e per rotazioni di 7 attorno al piano zy, per cui in coordinate cilindriche = E.(r)f = (E.(r),0,0).
Considerando un cilindro coassiale all’asse del cilindro (asse z) con centro sull’asse del cilindro di altezza h e raggio r, applicando

la legge di Gauss, otteniamo:

S(E) = E,(r)2rrh = QE““
0
dove Q;n: € la carica interna al cilindro di Gauss ed & data da:
Qi = for p(r")2mr' hdr' = fOT po%?wr’hdr’ = 27rp0h§%3 . 0<r<R
" fOR p(r")2mr’ hdr’ = fOR po’z2mr'hdr’ = 27Tp()h% = 27Tpoh% R<r

dove per calcolare la carica contenuta nella superficie gaussiana abbiamo integrato su elementi infinitesimi di volume, dV =

2mr’hdr’ che contengono la carica infinitesima dQ;,; = p(r')dV .
Per cui per il campo elettrico otteniamo:

3801;
LoRZ ) >
3eqr =

E,(r)=

{ pr” )< pr<R

Essendo pg > 0 E,(r) = E(r). Il campo E(r) & quadratico in r per r < R e scende come 1 per r > R. I grafico di E(r) in
funzione di r € mostrato nella figura seguente:
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(Grafico del modulo del campo elettrico in funzione della distanza dall’asse )

Domanda 2
Noto il campo elettrico fuori del cilindro, scegliamo come percorso di integrazione il percorso ACB, in coordinate cartesiane,

tenendo conto che E,(r) ¢ nullo:

AV:V(A)—V(B)=/ABE~3:/Acﬁ-ﬁ—l—/jﬁ-ﬁ:/jﬁwﬁ+/jﬁ-c@

C 3R 2 2

R R2 3

:/ Eyds = / POV g = PO 102 — 183 % 103 V
A oR 9SE0T 3eo 2

Si puo anche fare direttamente I'integrale da A a C dicendo che il campo elettrico non ha componenti lungo z, oppure dicendo
che poiche il campo elettrico e radiale le superfici equipotenziali sono dei cilindri coassiali al cilindro in esame di conseguenza



V(B) = V(C) o anche fare, in base all’ultima asserzione, direttamente I'integrale in coordinate cilindriche.

Domanda 3

Nel caso in cui la densita di carica p ¢ in moto, ad essa ¢ associata una densita di corrente 7(7") = p(r)v.2 = po5v.2 Il problema
ha simmetria cilindrica (la simmetria del filo indefinito), dunque le linee del campo di induzione magnetica sono circonferenze
che giacciono su piani ortogonali all’asse z con centro sull’asse z. Poiche la densita di carica in moto e positiva, la corrente
associata e nello stesso verso della velocita e quindi, per la regola della mano destra il verso delle linee di campo e antiorario
rispetto all’asse z come indicato in figura.

11 vettore campo magnetico nel caso in cui r = 2R si ottiene applicando il Teorema di Ampere a una linea di campo circolare di
raggio r > R percorsa nel verso indicato ed esprimendo il campo magnetico in coordinate cilindriche come B = (0, Br,0):

%ﬁ . ﬁ = ,UOIconc = Br2nr = ,U/OIconc

dove I..,. € la corrente concatenata con la linea circolare.
Per r > R la corrente concatenata ¢ data da:

R 3
7 . r R 2m
Leone = / -2dS = /0 pO—RvZQﬂ'rdr = %) 112271'—3 = ?poszQ

Per cui il campo magnetico per r > R la seguente espressione in funzione di r:

2

R
Br(r) = Hopova g = Br(2R) = Hopovs 5 = 251 x107° T

Tenuto conto del verso di percorrenza delle linee di campo, il campo magnetico ha la seguente espressione in coordinate cartesiane
nel punto A=(2R,0,0) :

(Figura qualitativa e non in scala a scopo illustrativo)



