Alcuni aspetti “tecnici” del momento angolare
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1 Considerazioni generali

1.1 Il momento angolare in meccanica classica

Consideriamo la rotazione infinitesima associata a d¢, cio¢ una rotazione destrorsa intorno al
versore del vettore d¢ di un angolo ¢ = [0¢| < 1. E semplice vedere che il raggio vettore g
cambia al primo ordine in d¢ della quantita dq = d¢ x q: il caso speciale in cui d¢ e diretto lungo
I'asse Z si puo verificare esplicitamente, mentre il caso generale si ottiene usando il fatto che per
ogni rotazione R si ha R(a x b) = (Ra) x (Rb). Usando RR* = I (in componenti R;.Rp. = i)
si ha infatti

[(Ra) X (Rb)]l = qijﬂalembm = RicRncfnijjlalembm (1.1)
inoltre usando la antisimmetria in clm e det R = €,;p Rp1 Rj2 Rz = 1 si trova
enijnchlem = EclmenijanjQRkB = €clm (12)
quindi
[(Ra) x (Rb)]; = Rictcimaibm = [R(a X b)]; . (1.3)

Partendo dal caso particolare dq’ = d¢2 x q’, applicando la matrice R che porta d¢Z in un generico
vettore d¢ e chiamando q = Rq’ il raggio vettore del nuovo sistema otteniamo quindi

8q=R(6q") = R(6¢2) x Rq' =d¢p x q . (1.4)

Da questa relazione segue anche in particolare che la composizione di due rotazioni infinitesime
d¢ e 51 non ¢ altro che la rotazione infinitesima associata a d¢ + 61, cosa che tornera utile nel
seguito. Si ha infatti al primo ordine

5 5
qiq'zq—&—&quq—l)bq":q'—i—éwxq’:q+(5¢+6'¢)><q. (1.5)
Consideriamo una particella descritta da una lagrangiana £(q,q,t) invariante per rotazioni:
per ¢ — q + 6¢ X q si ha quindi

0=or =25 5q+ 25

. oL
Pa 5q = —= .

Lot oc.
q Er q 9q

o é q) . 1.6
(856 % a)+ 5 - (60 0) (16)
Sostituendo la definizione p = 0L£/9q e 'equazione del moto p = OL/dq si ottiene quindi

. . . d
0=p (0¢xq)+p- (8¢ xq) =d¢ - (gxp+qxp) =8P —(axp), (L.7)
che deve essere vera per ogni d¢, quindi & conservato il momento angolare
L=gxp. (1.8)

Passiamo ora al formalismo hamiltoniano: le trasformazioni canoniche infinitesime sono asso-
ciate alla funzione generatrice

Fy(q,P)=q-P+¢G(q,P), (1.9)

dove € € un parametro infinitesimo e la relazione tra le vecchie coordinate g, p e le nuove Q, P
segue da

o 8F2(q7P) _ BFQ((LP)
P="34 Q= —p (1.10)
Si ha quindi
oG oG oG
6p—P—p——ea—q, Jq—Q—q—ea—P_e% (1.11)



e Deffetto della trasformazione canonica infinitesima su una generica funzione f(q,p) ¢ dato da

oG oG
5f = (Q.P) — fla.p) =~ f (q ~ - eaq) Cfap) = elf.Glr (1L12)

dove { }p sono le parentesi di Poisson. Consideriamo ora il caso particolare in cui

€G(q,P) ~ eG(q,p) =d¢-L = —q- (3¢ xp) =p- (6¢ x q) (1.13)
ed il ruolo di parametro infinitesimo ¢ svolto da d¢. Usando le Eq. (II1)) si ha
op=90pxp; dg=0¢xq (1.14)

quindi il momento angolare & il generatore delle rotazioni. Inoltre applicando la relazione Eq. ([L12])
alla hamiltoniana si trova 6H = d¢ - {H, L} p, da cui si vede che L & conservato se e solo se ha
hamiltoniana e invariante per rotazioni.

1.2 L’algebra delle rotazioni e la formula di Zassenhaus

Passiamo ora ad analizzare I’algebra delle rotazioni, ovvero il modo in cui rotazioni attorno a diversi
assi si compongono. Cominciamo con l'introdurre la matrice di rotazione finita Rz (¢) associata
ad una rotazione di angolo ¢ attorno al versore #2: si ha chiaramente Ry (¢)Ra(¢) = Ra(¢ + ),
quindi in particolare

Ra(¢+dg) — Ra(9) Ra(dg) — 1
do do

dove nell’ultimo passaggio ¢ stata usata la forma della rotazione infinitesima introdotta in Sez. (II)).
Se chiamiamo M la matrice definita dall’'uguaglianza

v = Ru(p) v=Rp(p)n xv, (1.15)

Mav =% X v (1.16)
(quindi [Ma]ik = €;5,m;) si ha allora
d
@Rﬁ(qﬁ) =Ra(p)Mp , Rap(0)=1, (1.17)
quindi
Ra(¢) = exp (6 Mz) (1.18)
e
Rﬁ(¢)v:v+¢ﬂxv+%¢2ﬁx (ﬁ,xu)+%¢3ﬁx [fo X (A X v)] +--- . (1.19)

Utilizzando questa espressione e limitandosi ai termini del secondo ordine nell’angolo & semplice
calcolare il commutatore di due rotazioni infinitesime:

(R (00) R (30) — R (08) Ra(50))v = 8¢ x (1 x v) — ddymn x (A x v)  (1.20)

in cui si vede che i termini del secondo ordine in d¢ o d delle rotazioni non contribuiscono. Usando
I'identita di Jacobi per il prodotto vettoriale triplo

ax (bxe)+bx(exa)+ex(axb)=0 (1.21)
questa espressione puo essere riscritta nella forma
[Ri(0), R (00)]v =~ dpd)(Tr X 1) X v (1.22)
e quindi per due direzioni ortogonali si ha

[Ra(0v), R (00)] = Raxm (000v) — I 4+ o(d1pdg) . (1.23)



Consideriamo ora nel formalismo hamiltoniano la differenza indotta nella funzione f(q, p) dalla
applicazione di Ra (61) Rz (0¢) 0 Ry (d¢) R4 (09)): analogamente al caso di Eq. (L20) si puo veri-
ficare esplicitamente che per ottenere un risultato al secondo ordine si possono usare le relazioni
al primo ordine per le trasformazioni, quindi otteniamo

O R (50) R (60).f = ORs (60) R (50)f = 000U{{f,-L}p,7-L}p—0¢p5p{{f,7-L}p,m-L}p (1.24)

che usando l'identita di Jacobi delle parentesi di Poisson si puo riscrivere nella forma
ORa (59) R (56)] = ORm (5¢) R (50) f = 000Y{f,{m - L,fv- L}p}p . (1.25)
Non ¢ difficile mostrare esplicitamente che si ha {L,, Ly} p = €4pcLe, quindi
{m-Ln-L}p=meny{La, Lp}p = manpeapeLe = (1 x 0) - L (1.26)
e per m e i ortogonali si ottiene

ORA(60) R (56)] — ORm (60)Ra (60) ] = ORpmn(6059) S (1.27)

che & 'analogo per le funzioni f(q,p) della relazione Eq. (L23) per le matrici di rotazione.
Per uniformarsi alla notazione usata in meccanica quantistica introduciamo i generatori

Ja = iMp (1.28)
(hermitiani poicheé gli M sono antisimmetrici), tramite i quali le rotazioni si scrivono come

Ri(¢) = exp (—i¢Ja) (1.29)

Riscrivendo in Eq. (L23) gli operatori di rotazione R tramite i loro generatori infinitesimi J si
ottiene allora per due direzioni ortogonali 71, ™M la relazione

[T, I = idscrmn - (1.30)

Poiche J_5 = —J4, se indichiamo con J,, Jy, e J, i generatori delle rotazioni intorno agli assi &, g
e % (o agli assi di una qualunque terna destrorsa) si ha allora ’algebra di commutazione

[Jayjb] :ieachc . (131)

Indicando con J il vettore (J3, Jy, J.) ed usando le formule esplicite per Jz e My, vedi Eq. (LI6]),
¢ infine semplice verificare che J; = 7 - J, quindi Eq. (I29)) si puo riscrivere come

Ra(4) = exp (—i¢h - J) . (1.32)

Si vuole ora mostrare che le relazioni Eq. (IL31)) determinano univocamente la struttura del
gruppo delle rotazioni: gli operatori J, fissano la forma delle rotazioni attorno agli assi coordinati
e le relazioni Eq. (3] determinano il modo in cui le rotazioni attorno ad assi diversi si compon-
gono. Per verificare questa ultima affermazione mostreremo che la forma della rotazione generica
Eq. (L32) & completamente fissata dalla conoscienza dei commutatori dei generatori delle rotazioni,
seguendo 'approccio di [9] per la dimostrazione della formula di Zassenhaus.

Date due matrici A e B introduciamo innanzitutto la notazione [A™) B] per i commutatori
ripetuti, notazione definita ricorsivamente da

[A(O)a B] =B, [A(nJrl)v B] = [A7 [A(n)a BH . (133)
Ci servira usare la relazione -
_ 1 n
eBe 4 = X%H[A( ). B] . (1.34)



e per la dimostrazione di questa identita conviene riscalare A — tA ed introdurre le notazioni

M (t) = eABe ™ | My(t) = Z; [AM™ B . (1.35)
n=0 """
Si ha allora d
EMl( )= Ae' Be™' — e Be A = [A, M, (t)] (1.36)
inoltre M7 (0) = B. Ma(t) soddisfa la stessa equazione differenziale
dMy(t) = t" ! =
— = A B = AU Bl = [A, My(t L.
= ;m—n![  B] ;n,[ | = [A, Ma(1)] (1.37)

con la stessa condizione iniziale M»(0) = B, quindi M;(t) = M»(t) e fissando in particolare t = 1

si ottiene Eq. (IL34).

Si vuole ora mostrare la relazione di Zassenhaus

GA+B _ A B~ 3[A,B] 1 (2IB[A,B]+[A,A,B]) .| (1.38)

“ »

dove indica altri prodotti di esponenziali di commutatori di A e B. Questa espressione
mostra che la conoscenza di tutti i commutatori di A e B ¢ sufficiente per calcolare eA*? e quindi
che le relazioni Eq. (IL3T)) determinano completamente la struttura del gruppo delle rotazioni. Per
mostrare l'identita Eq. (IL38]) partiamo da

2 3
et(A+B) _ etAetBet C26t Cs ... (139)

che non ¢ altro che una definizione implicita delle matrici C;, ¢ > 2. Derivando questa relazione
rispetto a ¢ e moltiplicandola a destra per il suo inverso

3 2
eft(AJrB) — ... 6715 Cgeft CzeftBeftA (140)

si ottiene
A+B = A—‘retABe_tA +etAetB(2tCQ)e_tBe_tA +etAetBet2C2 (3t203)e_t2026—tBe—tA 4. (141)

a questo punto ogni termine di questa relazione puo essere iterativamente sviluppato usando

Eq. (I34)) ottenendo

i tn— B] + 2t Z A(” e BCye™ P4

n=1
+ 3¢2 Z A(n tBetQCQOSeftzcaeftB] 4=

(1.42)
[ B] + 2t Z A(”) ,[BM™), Cy))+
n,m= 0
S tn+nl+2k N " k
37 0 e (A (B (Ol

n,m,k=0

I
NE
3‘”‘

3
Il
_

che deve essere identicamente nulla ordine per ordine in t. La seconda sommatoria contribuisce a
partire da O(¢) e dal termine n = m = 0 si ottiene Cy:

[AD B +2[A@ [BO ¢, =0, C,=-=[A4,B], (1.43)



la terza sommatoria contribuisce da O(t?) e da n = m = k = 0 si ottiene Cj:

S1A®) B] 2140, [BO), Co]] 4 2[4, [BY, ] + 3[4, [BO, [0, 5] =0,

Ca = 31B.1A, B + 54,4, B]].

(1.44)

e cosi via per gli ordini successivi. Dalla struttura di questa equazione ¢ inoltre chiaro che tutte le
matrici C; si scrivono come combinazioni lineari di commutatori ricorsivi di A e B, che era quanto
si voleva dimostrare.
Con una procedura in parte analoga si pu¢ anche mostrare la formula di Backer-Campbell-
Hausdorff
1

e —oxp (A+ B+ YA B+ LIAAB] - SIB MBI+ ) )

dove nuovamente “...”

e B (vedi [9]).

indica termini che sono combinazioni lineari di commutatori ripetuti di A

1.3 Il momento angolare in meccanica quantistica

Poiche nella definizione di momento angolare classico L = q X p non compaiono prodotti tra
una componente della posizione e la stessa componente dell’impulso, le relazioni di commutazioni
canoniche non creano problemi nel passaggio alla meccanica quantistica, quindi si puo definire
come momento angolare 'operatore (useremo i = 1)

L=—irxV (1.46)

Condieriamo ora una rotazione infinitesima e vediamo ’effetto che questa produce sulla funzione
d’onda. Si ha dr = §¢ X r e consideriamo una rotazione “attiva’: si ruota il sistema mantenendo
fissi gli assi coordinati, quindi il punto che era in precedenza in r si trovera dopo la rotazione in
4 dr. Di conseguenza il valore della funzione d’onda ruotata g calcolata nel punto r coincidera
con quello della funzione d’onda originale nel punto r — dr:

Yr(r) = Y(r—0r) = (r)=6r-Vij(r) = (r) = (6¢x1)-Vip(r) = ¥(r) =0 (rx V)ip(r) (1.47)
quindi 'operatore di rotazione infinitesima e
I1-0¢p - (rxV)=I1I—-id¢p-(rxp)=I1—id¢p-L (1.48)

e procedendo analogamente a quanto fatto all’inizio di Sez. (L2 si vede anche che operatore di
rotazione finita di un angolo ¢ intorno all’asse 7 della funzione d’onda ¢ dato da

Dy (9) = exp(~ign - L) (1.49)

quindi il momento angolare & il generatore delle rotazioni nello spazio delle funzioni d’onda. Si
noti la analogia con Eq. (L32)), tuttavia & importante ricordare che Ry (¢) & la matrice di rotazione
nello spazio tridimensionale, mentre Dy, (¢) & Poperatore di rotazione nello spazio di Hilbert infinito
dimensionale delle funzioni d’onda. Non e difficile verificare tramite calcolo diretto che si hanno le
seguenti relazioni di commutazione tra le diverse componenti del momento angolare L

[La»Lb] = Z‘Eabch 3 (150)

e queste relazioni, identiche a Eq. (IL31]), fanno in modo che lalgebra degli operatori di rotazione

Dy (¢) sia la stessa dell’algebra degli operatori di rotazione Ry (¢) nello spazio tridimensionale.
Pilt in generale (ad esempio nel caso che la funzione d’onda non sia uno scalare sotto rota-

zioni) si puo introdurre il momento angolare J come l'operatore autoaggiunto che ¢ il generatore



(nello spazio di Hilbert che descrive il sistema di interesse) degli operatori che implementano le
trasformazioni associate alle rotazioni

Da(6) = exp(—ign - J) (L51)

e, affinche I'algebra di questi operatori sia la stessa di quella delle rotazioni tridimensionali, si deve
imporre che

[Jaa Jb] = i€apce - (152)
In questo contesto pitt generale le relazioni di commutazione Eq. (L52) definiscono il momento
angolare ed il caso specifico dell’operatore L = —ir x V si chiama momento angolare orbitale.

Mentre 'operatore L ¢ naturalmente definito in uno spazio infinito dimensionale, non ¢ difficile
trovare matrici di dimensione finita che soddisfano le relazioni Eq. (IL52]). Un esempio esplicito &
quello che era stato usato in Sez. ([L2)) per le matrici di rotazione tridimensionali:

[T M) ap = i€aas ; (1.53)
come si puo controllare tramite verifica diretta, infatti

[Jél)JlEl) — Jél)J(Sl)]ay = —€aaBE€Bby + €abB€Bay = §a,a§b,'y - 6a,’y5b,o¢ == (1 54)
= €cabbcay = Z-€abc(i€och/) = €qbe [Jc(l)]a’y .

La forma generale delle matrici che soddisfano Eq. (L52) sara trovata nella sezione successiva,
tuttavia & facile capire che la dimensione minima delle matrici & 2 x 2 (nel caso 1 x 1 prendendo la
traccia si avrebbe Tr([Jy, Jp]) = 0 e quindi J, = Tr(J.) = 0; usando l'invarianza per permutazioni
cicliche di Eq. (L52) si ottiene poi J, = J, = 0) ed in particolare la rappresentazione minimale &
1

J/2)
2

=04 (1.55)

dove o, (a =1,2,3) sono le matrici di Pauli

awz(? é); o—y=<? _()i>; UZ:((I) 01> (1.56)

Queste matrici costituiscono una base per le matrici 2 x 2 hermitiane a traccia nulla e soddisfano
le seguenti proprieta di semplice verifica:

2 . ..
o; =1 per ogni valore di 7 (no somma!
; per og ( ) (157)

0,05 = —0;0; = ieijkak se 1 #]

che si possono riassumere nella equazione pit generale o;0; = §; ;I + i€;j,0%, che copre entrambi i
casi. Mostriamo ora la seguente proprieta: se a e b sono due vettori allora

(a-o)b-og)=(a-b)+i(laxb) o, (1.58)
dove come di consueto si sottointende la matrice identita I. Si ha infatti
(a-o)b-o)=0joka;by = ajbr(6; k] + i€jreoe) = (a-b) +io - (a xb), (1.59)

da cui in particolare si ottiene
(ca)® =a” . (1.60)

Utilizzando la formula precedente si puo scrivere in forma esplicita exp(ia-o): separando la somma
di Taylor dell’esponenziale in termini pari e dispari si trova

ok k
; ¢ k (—1) 2k 2k+1
exp(ia - o) = —'(a co)¥ = Z lal Z lal =
par  (2R)! 2’“ + bt (1.61)
. a .
= cos|a| + i—osin|a
|al



In particolare si ha quindi

DL/ () = exp (—ign - J1/?)



2 Lo spettro del momento angolare

2.1 1l caso generale

In questa sezione si determineranno quali vincoli le relazioni di commutazione Eq. (L52]) impongono
sulla forma degli operatori e sul loro spettro.
Notiamo innanzitutto che Poperatore J? commuta con tutte le componenti di J:

(T2, Ja] = [JoJy, Ja] = Ju[Jo, Ja] + [T, Ja) Ty = €pac(Jode + Jody) = 0 (2.1)

in quanto JpJ. + J.Jp € simmetrico per scambio b <+ ¢ mentre €, € antisimmetrico per lo stesso
scambio. Esiste quindi una base di autovettori comune di J Ze J, (ovviamente la scelta di J, &
puramente convenzionale) e indichiamo con |a, b) un insieme di vettori ortonormali che abbiano le
proprieta

J?a,b) = ala,b) J.|a,b) =bla,b) . (2.2)

E a questo punto comodo introdurre gli operatori di salita e discesa definiti da
Jy =Jp £y ; (2.3)
questi operatori non sono autoaggiunti ed & semplice verificare che soddisfano le relazioni
Jo=Jb gy =Jb [ I =0 [Jy,J ) =20 [l Ji] = +Js (2.4)
Usando queste relazioni si ottiene
JoJxla,b) = (JeJ. + [, J£])|a,b) = (b+1)Jx|a,b) (255)

e analogamente
J?Jila,b) = JpJ?|a,b) = aJila,b) . (2.6)

Nel caso in cui non siano presenti degenerazioni si ha quindi
Jila,b) = ci(a,b)la, b+ 1) (2.7)

dove ¢4 (a, b) & un coefficiente funzione di a e b, mentre se lo stato |a, b) fosse degenere (e si mostrera
pil avanti che si pud assumere che non lo sia) si potrebbe solo affermare che J4 |a, b) & un autostato
di J, con autovalore b 4 1.

Utilizzando gli operatori Jy e J_ & semplice vedere che si ha la relazione

J? = %(LJ, +J I+ 2= %(JLL + I+ 2 (2.8)
quindi si ha
2(a,bl(J* — J2)la,b) = (a, b7 T, b) + (a, bl TL T fa,b) = | T-|a,0)1* + [ 1]a, )| = 0 (2.9)
e di conseguenza si deve avere
0 < (a,b|(J* = J?)|a,b) = a —b? (2.10)

Sia ora |a,b) un generico punto dello spettro; applicando n volte 'operatore Jy si ottiene un
multiplo di |a,b+ n) e in particolare si puo applicare J; un numero sufficiente di volte da fare in
modo che la disuguaglianza Eq. (ZI0) non sia pit soddisfatta, quindi deve esistere |a, bys) # 0 tale
che Jy|a,byr) = 0; utilizzando la relazione

J J =J*—J> -, (2.11)

si ha allora
(a— b3 —bar)|a,bar) = (J? — T2 — J)|a,bar) = J_Jy|a,bar) = 0 (2.12)



quindi
a="by(by +1) (2.13)

Se si applica n volte 'operatore J_ allo stato |a, bys) si ottiene uno stato proporzionale a |a, byr —n),
quindi nuovamente per Eq. (2.10) deve esistere un N tale che |a,bps —N) #0e J_|a,byr —N) = 0.
Utilizzando la relazione

JeJ_=J* =T+, (2.14)
si ottiene quindi (chiamando b,, = by — N)
(a— b2, 4+ bp)|a,bm) = (J* — J2 + J.)|a,by) = J1J_|a,by) (2.15)
cioe
a=bp(b,—1). (2.16)

Dalle equazioni Eq. (Z13) e Eq. (ZI0) si ottiene (b, + bar)(bar — by + 1) = 0, che usando la
definizione di by, si riscrive (N + 1)(by, + bas) = 0 e quindi (poiche per costruzione N > 0)

0=b,, +by =2bpy; — N . (217)

Siamo quindi arrivati a
by =N/2, b, =-N/2 con NeN (2.18)

e se ora si pone j = N/2 si ottiene by = 4, by, = —j e (da Eq. Z1I3)) @ = j(j + 1). Inotre, per
come sono stati costruiti b, e bys si vede che appartengono allo spettro anche i punti b = b,,, + n,
conn € Neb,, <b<by (quindi N +1 =25+ 1 punti in totale).

Abbiamo quindi identificato gli stati |j,m) (con 2j e Nem € {—j,—j+1,...,5—1,5}), che
soddisfano le relazioni

J?j,m) =G+ Dlj,m), J.|j,m) =mlj,m) . (2.19)

N

Poiche questa struttura di autostati € stata ottenuta costruttivamente a partire dalla semplice
esistenza di un singolo autostato non possono esistere altri punti dello spettro al di fuori di quelli
trovati: a qualunque autostato |a, b) di J 2 J, si potrebbe riapplicare la procedure precedentemente
descritta per identificare i possibili valori di a e b.

Resta da discutere la possibilita di degenerazioni e supponiamo ad esempio che ’autospazio
corrispondente agli autovalori j e m abbia dimensione d. Si potrebbe quindi applicare la procedura
descritta in precedenza a d vettori linearmente indipendenti di questo autospazio ed e facile capire
che per tutti i valori ammissibili di m si otterrebbe la stessa degenerazione d. Questo fatto e
semplice da interpretare: abbiamo ottenuto lo spettro e gli autostati a partire semplicemente dalle
relazioni di commutazione Eq. (IL52]), quindi non siamo in grado di distinguere ad esempio tra una
rappresentazione delle matrici J che agisce su uno spazio di dimensione N e la rappresentazione
che agisce sullo spazio di dimensione 2N definita dalle matrici J’

f:(é%). (2.20)

Le matrici J’ soddisfano la stesa algebra di commutazione delle J ma nel caso di J’ tutti gli
autovalori sono doppiamente degeneri. Se ci si limita a considerare le rappresentazioni non riducibili
(ovvero senza sottospazi invarianti) allora tutti gli autovalori sono non degeneri.

Calcoliamo ora gli elementi di matrice di J;, J, e J.. Per la convenzione usata di scegliere una
base di autovettori di J? e J., gli elementi di matrice di J, seguono direttamente dalla seconda
delle relazioni Eq. (219):

(G, m| .13, m"y = md; j16mms (2.21)

Per calcolare gli elementi di matrice di J, e J, ¢ nuovamente conveniente passare agli operatori
J4 e J_: usando la relazione
JP=JJ +J -, (2.22)

10



la relazione di completezza 3_, . |j’,m')(j'm'| = I e il fatto che Ji non cambia il valore di j si
trova o . . . ' )
3G +1) = Gym|Jj,m) = (G,m|Jy J-|j,m) +m” —m =

= Z <jam|J+|j/am/><j/am/|J—‘j7 m> —|—7’TL2 —m=
J'm’

(2.23)
=S Goml Tl G, [T j,m) +m® —m =

= (j,m|J¢|j,m — 1)(j,m — 1|J_|j,m) + m* —m

inoltre dal fatto che J, = J1 segue che (j, m|Jo|j,m—1) = (j,m—1|J_|j, m)* e quindi I'equazione
precedente diventa

[(Gym = 1|5, m)? = j(j + 1) =m? +m = (j +m)(j —m+1) (2.24)

A questo punto possiamo scegliere arbitrariamente le fasi associate agli elementi della base e se-
guendo la convenzione di Condon e Shortley (vedi Sez. ([£2])) si impone che gli elementi di matrice
di Jy siano reali e positivi, ottenendo quindi

(Gym = 1J_|g,m) = (j,m|Jy|j,m — 1) = /(G +m)(j —m+1) (2.25)

Utilizzando le relazioni J, = (J+ + J-)/2 e J, = (J1 — J_)/2i si ottiene infine

. , 1 — : 1 :
Gy ||, m) = 5\/(3 +m)(j —m+ 1)8j jm ms1 + 5\/0 +m+1)(j — m)dj j0m m—1

7

5 VG +m+ 1) —m)S; 0 6m m-1

(2.26)
Usando j = 1/2 e j = 1 si riottengono le rappresentazioni J (1/2) ¢ g che erano state introdotte

in Sez. (L3).

G [yl m) = SV G+ m)(G —m + 1), j0m min =

2.2 1l caso del momento angolare orbitale

Si & visto in Sez. (I3) che nella rappresentazione di Schrédinger operatore momento angolare
orbitale ¢ L = —ir x V. Usando le coordinate polari definite da

r=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb
242 (2.27)

x
r=+z2+4+y2+22, 60=arctanr+—" (b:arctaung
z x

e la chain-rule, le componenti cartesiane di L assumono la forma
0 0
Ly,=1 (sin qﬁ% + cot 6 cos ¢3¢>

L,=1 (— cos QS% + cot #sin ¢§¢) (2.28)

0
L,=—i—.
z 6¢
Dall’ultima equazione si vede chiaramente che L, e il generatore delle rotazioni intorno a 2, in
quanto & 'operatore traslazione nell’angolo ¢. L’operatore L? diventa

2_ | L 9 (90 1 &
L = [sin@@ﬁ sm@ae +sin203¢2 (2.29)
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da cul si ottiene anche la formula

10 ) L’

Poiché L non coinvolge la parte radiale della funzione d’onda si cercheranno delle autofunzioni
della forma Y}, (6, ¢).
L’equazione agli autovalori per L., cioe L,Y;,, = mY;,, diventa

0
_Z%Yim(eﬂb) = mY}m(ea(b) (2'31)
da cul si ottiene
Yim(0,8) = 1.m(6) exp(ime) (2.32)

Poiche la funzione d’onda deve essere una funzione ad un singolo valore, si deve avere, nel caso
del momento angolare orbitale azimutale, m € Z, mentre nel caso generale si era trovato 2m € Z.
Poiche il valore massimo di m coincide con j, se ne deduce che si deve anche avere j € N.

Per gli operatori di salita e discesa Eq. (Z3)) si ottengono le espressioni

Ly =e"? (6 + i cot 98>

0
0 o¢ (2.33)
L =¢e% _9 + z'cott9é
- 06 0o
e dalla relazione Eq. (2Z228]) si ottiene
Lojl,m) =/ (1 —m)(I+m+1)|l,m+1) (234)

L_|lym) =/ +m)(I—m+1)|l,m—1).

Consideriamo ora lo stato |I, —I), per il quale si deve avere L_|l,—I) = 0; usando ’espressione
Eq. @33) e |l, 1) = 1 _(0)e~ "%, si arriva all’equazione

D 1(0) — Lot by 1(0) = 0 (2.35)

che ha come soluzione
Y1 _1(0) = a(sinh)! . (2.36)

A questo punto si pud applicare allo stato |I,m) = 1, (0)e!™? I'operatore L, nella forma
Eq. ([Z33) ed uguagliare il risultato con quanto previsto dalla relazione Eq. (Z34]), ottenendo la
relazione ricorsiva

1 d
Yim+1(0) = N DT ES) (d& — m cot 9) Yim(0) (2.37)

Verifichiamo ora per induzione che si ha la seguente formula esplicita (il fattore moltiplicativo
(—1)! & convenzionale):

Yim(0) = a(—1)H™ _=mt mg (4 o sin? ¢ (2.38)
A 2D+ m)! dcosf '
Per m = —I questa espressione coincide con con la funzione Eq. ([2236]) precedentemente trovata;

applicando la relazione ricorsiva Eq. (2237)) a Eq. (Z38)) si ottiene

—m : tm
Yimi1(0) = a(l)Hm\/(Ql()l!(l—[l—[T:—li—])l'])! (;e mcot9> lsian (dcise) sin?! 9] (2.39)
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ed esplicitamente

d d I+m d l+m+1
(d@ — mecot 9) sin™ 6 (d 9) sin?@| = —sin™t1 9 (d@) sin? 0. (2.40)
cos cos

Si ha quindi

_ | I+m+1
wl mal = a(_l)l+m+1\/( (l [m + 1]) Sinm+1 0 <d> sinm ] (241)
m

2011+ [m +1])! dcos®

che conclude la dimostrazione per induzione.
Determiniamo ora la costante a imponendo la condizione di normalizzazione (I, —I|l, —1) =

cioe o i -
1 :/ d¢/ dem_l(9,¢)|2sin9:27r|a\2/ sin?*1 9do =
0 0 0

) (2.42)
v=30 on |a|2/ (1 — 2%)ldz = 27]a)?]; .
~1
Integrando per parti si trova
Il:/(l—x dx—2l/ (1—22)de = 200, — 2, (2.43)
e quindi (usando I = 2)
21 24 (2'11)?
a1t T i @ - @0-3)--1 i+ (244)
da cui si ottiene (ovviamente la fase di @ ¢ scelta in modo convenzionale)
1 /(20+1)!
_ 1 2.45
TV (2.45)
e quindi infine sostituendo in Eq. (Z38) si trova la forma
Yim(8,9) = gmo CDT [ mM D) g ( o sin? ¢ (2.46)
AT 2071 (I +m)ldr dcosf ‘

per le autofunzioni di L” e L,. Queste funzioni sono dette funzioni armoniche sferiche e soddisfano
le relazioni di ortonormalita

2 T
/ do / A0Y; (0, 6) Vi (0, 6)Sin 0 = Oy 16 (2.47)
0 0

che sono equivalente nella rappresentazione di Schrodinger delle relazioni (I', m/|l, m) = 6; 1/ my
e formano una base dello spazio di Hilbert 1.2(S?), dove S? ¢ la sfera in 3 dimensioni (vedi [6] §29.2
per una dimostrazione diretta). Per rendere piu esplicita la relazione tra |I,m) e le armoniche
sferiche si usa talvolta anche la notazione Y;,, (0, ¢) = (f|l,m), dove 72 ¢ il versore corrispondente
agli angoli 0 e ¢.
E possibile riscrivere 'espressione di Y;,,(6,¢) in termini delle coordinate cartesiane z, y, z
usando
re'?sin@ =z +iy, rcosh =z, (2.48)

ottenendo

I+m
Yim(0,0) oc (x4 iy)™ (dz) (r? = 22)t, (2.49)
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dove d/dz deve essere considerata come una derivata a r costante. Si vede quindi, risostituendo
r?2 — 22 = 22 + 42 dopo aver effettuato le derivate, che 7'Y;,,(,¢) ¢ un polinomio omogeneo di
grado [ nelle coordinate cartesiane e da Eq. (2.30) si vede inoltre che soddifa l’equazione di Laplace,
da cui il temine armoniche usato per le armoniche sferiche (questa & la definizione usata in [6] §29
e [8] §II.4 per le armoniche sferiche).

Per ottenere la forma esplicita di Y;,, siamo partiti dall’autostato |I, —I) e si & poi usato L, ; si
sarebbe potuto procedere in modo identico partendo da |I,1) ed applicando L_. La autofunzione

di partenza sarebbe stata 1;;(0) = a(sin#)' e si sarebbe arrivati alla forma finale

o (D [ +m)(20+1) 1 < d >lmsin2la (2.50)

Yim(0,9) = -
im(6,0) = e 20! (I —m)dr  sin™ 60 \dcosf

e si verifica facilmente che le fasi sono state scelte in modo consistente in Eq. ([2.46]) e in Eq. (Z50)
studiando il caso m = 0.
Dal confronto di Eq. (2:46) con Eq. (Z50) si vede subito che

Yim(0,0) = (=1)"Y],,(0, ) . (2.51)
Dalla espressione esplicita per le Y}, si vede inoltre che
lem(ﬂ-_eaqs""_ﬂ-) = (_1)lnm(97¢) (252)

che puo essere scritta come
mm(_ﬁ) = (_1)l}/lm(,ﬁ’) ’ (253)

dalla quale segue che gli stati Y7, sono stati con parita (—1)!. Nel caso particolare m = 0, la forma

Eq. (Z350) si riduce a

1 2041/ 4 Y
Yio0.0) = (1) g7/ ot (g ) (1= 00 (2.54)
ovvero
20+ 1
i0(0.6) =\ 2 Peost) (2.55)

dove P;(cosf) sono i polinomi di Legendre. Utilizzando ’espressione precedente (che corrisponde
alla formula di Rodriguez per i polinomi di Legendre) & inoltre semplice calcolare P;(1), infatti si

ha ) .
1 d o, o, 1d
P =gyga® — YV = aqiqa

e I'unico contributo a z = 1 & quello che si ottiene derivando I volte il termine (z — 1)}, quindi si
vede subito che P;(1) = 1 per tutti i valori di . In modo analogo (o usando Eq. (253)) si vede che
P(-1) = (-1)".

{(z D)+ 1)1} (2.56)
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3 Le matrici di rotazione

3.1 Gli angoli di Eulero ed alcune proprieta generali

Una generica rotazione tridimensionale dipende da tre parametri ed una scelta conveniente di questi
parametri sono gli angoli di Eulero «, 8 e 7 definiti tramite la seguente proceduraEI che permette
di passare da un dato sistema di assi S ad un generico altro sistema S"':

o si effettua una rotazione di un angolo a (0 < a < 2m) intorno all’asse Z del sistema S,
ottenendo il sistema S’,

e si effettua una rotazione di un angolo f (0 < 8 < 7) intorno all’asse ¢’ del sistema S’,
ottenendo il sistema S”,

e si effettua una rotazione di un angolo v (0 < v < 27) intorno all’asse 2" del sistema S”,
ottenendo il sistema finale S"’.

Una generica rotazione viene quindi parametrizzata nella forma Rz () Ry (8)Rz(c).

z

~

Figura 1: Rappresentazione grafica degli angoli di Eulero.

Per scrivere la matrice di rotazione quantistica ¢ necessario riscrivere le rotazioni usate nella
definizione degli angoli di Eulero in termini di rotazioni rispetto agli assi coordinati del sistema
fisso di partenza, in quanto il momento angolare ¢ il generatore delle rotazioni intorno a questi
assi. A questo proposito si possono usare le seguenti relazioni:

Ry (B) = Re(@)Ry(B)Re(—a) , Rz (7) = Ry (B) Ry (v) Ry (=5) - (3.1)

1Normalmente in meccanica classica nel secondo passaggio si effettua una rotazione intorno a &’ e non rispetto a

4’; il vantaggio di usare §’ in meccanica quantistica & che cosi facendo la matrice dgi? m(ﬁ) che si introdurra a breve
ha componenti reali, in quanto Jy ha elementi di matrice puramente immaginari (vedi Eq. (Z26))).
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Dimostriamo la prima identita: Rz(a)Ry(8)Rz(—«) ¢ una rotazione e per identificare I’asse di ro-
tazione ¢ sufficiente identificare un vettore che viene lasciato invariato dalla rotazione. E immediato
vedere che un tale vettore & ad esempio §’ = Rz(a)¥:

Re(a)Ry(B)Rz(—a)§’ = Rz(a)Ry(B)§ = Rz(a)§ = 9’ (32)
e per mostrare che I’angolo di rotazione attorno a ¢’ ¢ proprio § basta considerare ad esempio
lazione di Rz(a)Rg(8)Rz(—«a) su 2. La seconda delle identita in Eq. (8] si mostra in modo

analogo.
Utilizzando le identita Eq. [B.J) si puo allora riscrivere la matrice di rotazione come segue

Ry (V)Rg’(ﬁ)Rz‘(a) = Rg’(ﬂ)Ri’(’Y)Rﬁ(a) = Ré(a)Rﬁ(ﬂ)Rf(—@)Rz’(V)Rz‘(O‘) =
= Rz(a)Ryg(B)R=z(7)

dove nell’ultimo passaggio si e usato il fatto che 2’ = 2.

Se si indica con D(«, 8,v) l'operatore di rotazione nello spazio di Hilbert del sistema corri-
spondente ad una rotazione caratterizzata dagli angoli di Eulero «, 3, v, usando Eq. (LX) si ha
allora

(3.3)

D(a, 8,7) = Dz(a)Dy(B)Dz(y) = exp(—iaJ,) exp(—ifJy) exp(—ivJ,) (3.4)

e notiamo esplicitamente che, poiche le relazioni di commutazione del momento angolare J so-
no le stesse di quelle dei generatori delle rotazioni tridimensionali, 'operatore D associato alla
composizione di due rotazioni tridimensionali R; e Ry non e altro che la composizione dei due
operatori D; e Dy associati rispettivamente a Ry e R2, come si vede ad esempio usando le relazioni
di Backer-Campbell-Hausdorff Eq. (T48]). Questo fatto era stato gia implicitamente usato nella
definizione di D in Eq. (84), in cui si mantiene la struttura di Eq. (83)). Per gli elementi di matrice
dell’operatore di rotazione si ha

(', m'|D(a, B,7)|j,m) = e~ tam’ (', m| exp(—iBJ,)|j, m)e” "™ . (3.5)
e poiche [J?, Jy] = 0 si ha anche [Jz,exp(—iﬁJy)] =0, quindi
0= (', m/|[J?, exp(=iBJy)]l5,m) = ('(’' + 1) = §(G + 1)) (4, m| exp(=iBJy)|j,m) ,  (3.6)

dunque (j',m/|exp(—iBJy)|j,m) o d; -, da cui si ottiene infine

(' | D, B,7)|g,m) = 8 e M (G | exp(—iBT, ) 4, m) 3.7)
Gli elementi di matrice (j, m'|D(«, 8, v)|j, m) sono indicati con la notazione Dg) ( , B,7) mentre

Ielemento di matrice a secondo membro dell’equazione precedente si indica con d ) m(B), quindi
si ha
D) (e B,y) = e et Al (5) (3:8)

m’ m m’ m

Consideriamo ora leffetto di una rotazione sulla base |j, m): usando la relazione di completezza

> z oy = 1 (39)

§'=0m/=—j

si ha

D(e, B,7)|4,m Z Z 3", m)(§",m/|D(a, B,7)|j,m) =

reme | (3.10)
e} J G) 7 . )

=> Z |J m')8;. 5 D) (e, Boy) = D 5m)Dy) (@, 8,7)

7=0 m/=—j m/=—j
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quindi si vede che per j fissato insieme degli stati |j, m) trasforma linearmente in se stesso sotto
rotazioni e costituisce quindi una rappresentazione del grupp(ﬁ delle rotazioni, indicata general-
mente con il simbolo D). Vediamo ora che questa rappresentazione & irriducibile, cioé non esistono
in essa sottospazi invarianti non banali. Se X & un sottospazio invariante non banale degli stati a
j fissato, allora deve esistere almeno un vettore v non nullo del sottospazio a j fissato tale che per
ogni rotazione D(R™!) e ogni vettore w € X si abbia

0= (D(R™Ywlv) = (D(R) w|v) = (w|D(R)v) (3.11)
Se consideriamo rotazioni della forma D(0, 3,0), con 8 < 1, allora si ha

D(0,3,0) = exp(—ifJ,B8) ~ I —ifJ, =1 — §J+ + gJ_ (3.12)

da cui (usando Eq. (2:25])

D(0,3,0)lj,m) =15, m) ~ /G )G+ m T ljm + 1)+

3 (3.13)
+ 5V +m)( —m+1)ljm —1)

da cui si vede che I'immagine di |j,m) tramite una rotazione ha anche componenti dirette lungo
|7,m + 1) e |j,m — 1) (ovviamente a parte i casi m = =£j, in cui vi & solo una di queste due
componenti). Esiste quindi un vettore non nullo ortogonale a tutto il sottospazio invariante X
della forma v = >/ _ ; am|j,m) in cui tutti i coeficienti a,, sono non nulli. Considerando una
rotazione della forma D(0,0,7) si vede allora che tutti i vettori v, =3>7) _ e~ ™74, m) sono
ortogonali a X per ogni v. Poiche gli esponenziali complessi sono linearmente indipendenti, da
(wlvy) = 0 segue (poiche a,, # 0) (w|j,m) = 0 per ogni m e quindi w = 0, che contraddice
I'ipotesi di partenza che il sottospazio X sia non banale.

Nel caso particolare j = 1/2, il calcolo delle matrici di rotazione risulta particolarmente

semplice: dalla formula Eq. (L62)) si ha infatti

dl/2(8) = (1/2,m’ | exp(—iBo,/2)[1/2,m) = (1/2,m'|(cos(8/2) — ioy sin(5/2))[1/2,m) (3.14)

per cui si ha (usando la formula esplicita Eq. (L56) di o)

wro- (243 )

e usando la relazione Eq. (B8) si ottiene

e aH0/2 co5(8/2)  —e~H a1/ sin(8/2)

DR/ B = | .
m m( ) eila—v)/2 sin(8/2) etla+y)/2 cos(3/2)

(3.16)

3.2 La forma esplicita di dff@?m(ﬁ) e le sue simmetrie
Per il calcolo degli elementi di matrice dg,)m (8) & conveniente introdurre una nuova rappresenta-
zione per gli stati con j = 1/2, tramite la quale si otterrd poi una espressione per gli stati |7, m)
generici. Introduciamo quindi i simboli x4 e x— (corrispondenti agli stati [1/2,1/2) e [1/2,—1/2)
rispettivamente) e

0 P 0

=an T

(3.17)

2Pin precisamente: dell’algebra del gruppo delle rotazioni. Le rappresentazioni ©() per generici valori di j sono
rappresentazioni del gruppo SU(2), che ha la stessa algebra del gruppo delle rotazioni SO(3). Le rappresentazioni
del gruppo SO(3) sono quelle associate ai valori interi di j.
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dove i simboli x_, x+ devono essere considerati indipendenti, cioe d+x— = 0 e d_x+ = 0. Questa
¢ una rappresentazione differenziale del formalismo degli operatori di creazione e annichilazione di
Schwinger [4] [5].

A questo punto si possono riscrivere gli operatori momento angolare in questa rappresentazione:

1 i
o = i(X—aJr +x+0-), Jy= 5(X49+ —Xx+0-)
1 (3.18)
J, = §(X+6+ —x-0-), Jy=x40-, Jo=x-04,
ed ¢ immediato verificare che questi operatori soddisfano le regole di commutazione Eq. (I52) e
Eq. (24), inoltre ovviamente J,x4+ = x+/2 e J.x— = —x—/2. Utilizzando questi operatori si
ottiene infine per J?
1
JP=K(K+1), K= 500 +x-0-) . (3.19)

Utilizzando queste espressioni ¢ immediato verificare che x%x¥ & autovalore di J, e J? con

autovalori rispettivamente
1 z+y z+y
S =y, ( 5 ) ( 5+ 1) ; (3.20)

quindi usando z = j +m e y = j — m si ottiene |j,m) a meno di coefficienti di proporzionalita
che possono dipendere sia da j che da m. Per verificare che la corretta normalizzazione (a meno
di fattori moltiplicativi che possono dipendere solo da j e che saranno irrilevanti nel seguito) &

st =

basta verificare che siano valide le relazioni Eq. (2:28):

(3.21)

% +m+lx_] m—1
Ju(j,m) = x+0-u(j,m) = (j —m)—== = =

\/(] +m) (] - )' (3.22)
7\%%]}771 +1) =G +m+ 1) —mu(j,m+1).

Nonostante nel seguito di questa sezione non si usera esplicitamente questo fatto, notiamo che si
puo introdurre uno spazio di Hilbert nel quale le funzioni u(j,m) definite in Eq. (B21]) risultano
essere ortonormali: questo e lo spazio di Bargmann-Segal e si ottiene intepretando x4 come variabili
complesse (per questo motivo questa rappresentazione & anche spesso chiamata rappresentazione
olomorfa o analitica ed ¢ legata agli stati coerenti, vedi ad es. [2] §7.2D) ed usando il prodotto
scalare

= (G—m)

(flg) = l/JTX+7 900 x=) exp(— e 2 — X)) dxadye (3.23)

dove l'integrazione su dy4 (e dx_) ¢ estesa a tutto C.
Consideriamo a questo punto Ueffetto di una rotazione D(0, 8,0): da Eq. (3I0) si deve avere

j+m '7m'

D(0, 8,0)u(j,m Z dY) ( \/( Xim/;!‘(‘j_m/)! , (3.24)

inoltre ¢ immediato vedere che D(0,3,0)|j,m) ¢ un autostato con autovalori j, m del momento
angolare ruotato D(0, 8,0)JD(0,—3,0). Poiché i momenti angolari “ruotati” soddisfano la stessa
algebra dei momenti angolari di partenza, anche per loro si puo ripetere la costruzione fatta all’inizio
di questa sezione e scrivere il generico autostato del momento angolare “ruotato” tramite gli stati
X =11/2,1/2) e X" = |1/2,-1/2) del sistema ruotato. Questo equivale ad usare l'espressione
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Eq. 32I) con la sostituzione x+ — X', dove X/, sono gli stati ottenuti ruotando x4 tramite la
matrice drsll,/ :1) (B) che & gia stata calcolata in precedenza, vedi Eq. (BI5). Quindi

;o p . B
X4+ = X+C0s - + x—sin
2 2 3.25
3 5 (3.25)
X = —x4sin— + y_ cos =
2 2
e gli elementi di matrice d(J ) m(B) devono soddisfare ’equazione
1 6 Jj+m ﬂ j—m
- - (X+ cos — + x—sin > <—X+ sin — + x_ cos ) =
Vi +m)(j—m)! 2 2 2 2
jrm! e’ (3.26)
Z d(a) XA XD
i \/(J +m)l(G —m')!
11 primo membro & uguale (a meno dalla costante moltiplicativa comune) a
jtm . ) jtm—p p
Z (J + m) X (cos 6) (sin ’8) N
pur p 2 2
(3.27)

jmm . j—m—¢ 3
[E e () )

i termini di questo prodotto che risultano proporzionali a Xj tm Xfm, sono quelli per cui p+ ¢ =

j —m' e uguagliando in Eq. (B226) i temini con le stesse potenze di x4 e x— si ottiene
» e [GAPG = jm \(i-m
aY) — _1)i—m—¢ (U X
() =2 (D GrmiG—mr Gom—¢) ¢

€
26+m+m/ 2j—26—m—m’'
X | cos é sin é
2 2

dove la somma deve essere estesa a tutti i valori interi di £ per i quali sono soddifatte le disegua-
glianze 0 < £ <j—me0<j—m —& < j+m. In particolare se m = j I'unico valore accettabile
di € € 0 e si ottiene

T M o

Se usiamo 8 = 7 nell’espressione Eq. (8:28)) gli unici termini della somma che possono dare un
risultato non nullo sono quelli per i quali £ = — m+2m’ , inoltre si deve avere £ > 0 (quindi m’ < —m)
ej—m' —&<j+m (quindi m’ > —m) e di conseguenza questo & possibile solo nel caso in cui si

abbia m = —m’ e dunque £ = 0. Si trova quindi

(3.28)

d’ETJL m( )= (_l)j_m5m’,—m (3.30)
e 4 .
Ao (21 = (74 1) = 3t (W) () = (1) b (3.31)
Analogamente

m m ﬂ + 7T ng? m” dEﬁl’jLzl m( ) = ( )] mdm/ m(ﬂ)

" o (3.32)
- de,i) m// dgfl// ,,n(ﬂ) - (—1)]+m d(_JZn/m(ﬂ)
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da cui si trova in particolare

Ao (B) = (1™ ), () (3:33)
Inoltre dg?m(ﬁ) ¢ una matrice unitaria reale (quindi la sua inversa ¢ uguale alla sua trasposta)
e la sua inversa si ottiene semplicemente con la sostituzione  — —f, quindi

) (~B8)=dP .(8) . (3.34)

Infine se in Eq. (B28)) si sostituisce § — —f 'unico termine che si modifica ¢ il termine con
sin(3/2) ed ogni termine della sommatoria cambia di una quantita (—1)2/=2¢=m="" Tuttavia &

& un numero naturale quindi si trova (usando il fatto che m’ — j & un numero intero e quindi
(_1)2m'—2j — 1)

At (=B) = (=127 (B) = (~1)™ ") (6) (3.35)
e infine usando Eq. (333) con m — —m e notando che (—1)2™ ~2m = 41 sj trova
45)(=8) =), _,.(8) - (3.36)

3.3 Le matrici di rotazione come autovettori del momento angolare

Per studiare la relazione tra le matrici di rotazione Dg?m(a, B,7) e gli autostati del momento
angolare & innanzitutto conveniente riscrivere gli operatori del momento angolare in funzione degli
angoli di Eulero. Poiche J, J, e J, sono i generatori delle rotazioni intorno agli assi coordinati, si
puo scrivere

.0 .0 .0
) s Sy =i, Jy=—1 ,
oo Oy 99
dove ¢, rappresenta l’angolo di rotazione intorno all’asse & ed analogamente per ¢, e ¢,. Serve
ora riscrivere questi operatori in termini di «, 5 e ; a questo proposito si puo usare il fatto notato

in Sez. ([LI)) che le rotazioni infinitesime si compongono come vettori, quindi

g = (3.37)

o + 0y + 0.2 = 6z + 0B + 572" . (3.38)

Proiettando su &, § e 2 (vedi Fig. ([Il)) si trovano subito le relazioni
0, = —0Bsina + ysin fcos o
dpy = 6P cos o+ 0y sin Bsina (3.39)
0, = da+ §y cos B

e da cui invertendo si trova

dav = =6, cot fcosa — Iy cot Bsina + ¢,
0f = —0¢, sina + d¢y, cos o

. (3.40)
coS (v sin v
1 1 + 0y, —— .
Y= ¢x in B ¢y sin 3
Utilizzando queste equazione per cambiare variabile nelle derivate 9/9¢, si trova
0 0 0
Jpy = —1 <—coso¢cotﬁaa sin « 8ﬂ + :?;Z(?’Y)
0 0 0
Jy=—i (—smacotﬁ +cosa% + 21111287) (3.41)
0
J, = —i—
"9a
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Usando le forme esplicite Eq. (B.8)) e Eq. (3:28)) si potrebbe a questo punto mostrare per verifica
diretta che il complesso coniugato della matrice di rotazione [Dg?m(a, B,7)]* & autostato di J?
con autovalore j(j + 1) e autostato di J, con autovalore m’ (e autostato di J,~ con autovalore m,
vedi [1] §4.8 e [3] §103 per la relazione con la quantizzazione della trottola). E inoltre immediato
verificare che le equazioni Eq. (341)) si riducono a Eq. (Z28)) per m = 0 (che elimina la dipendenza
da 7) e con le identificazioni a <> ¢ e 8 <> 6, quindi per [ intero abbiamo

D'Efz)’O(Oé?B?’y) X }/lfrrz’(B?O‘) ) (343)

con la costante di proporzionalita che puo dipendere solo da [, in quanto la dipendenza da m segue
dagli operatori di salita e discesca, che sono i soliti in entrambi i casi. Per fissare la costante di
proporzionalita si pud usare il caso m’ = I: in Eq. (328) si vede che per m’ = j & presente solo il
termine £ = 0 e si ha

(20!

dfg(8) = (~1) Y5 sin' 5 (3.44)
e confrontando con Eq. ([Z50) si ottiene
DY, (0, 8,0) = 1| —_y* (8,a) . (3.45)
m/ O\ 20+ 1 im )

In particolare da Eq. (255]) segue dél())(ﬁ) = P(cos(p)).

Esponiamo ora un metodo elementare e particolarmente diretto di ottenere la relazione tra
matrici di rotazione e armoniche sferiche, che non usa le forme esplicite [4]: indichiamo con |7) un
autostato direzionale orientato lungo 7 (intendiamo in pratica un autostato della posizione in cui
la parte radiale & stata fattorizzata) e con |2) il caso specifico orientato lungo l’asse 2. Si ha allora

[n) = D(¢,6,0)[2) , (3.46)

dove ¢ e 6 sono le coordinate polari che identificano la direzione 7i. Inserendo una relazione di
completezza I =), |l,m)(l,m| prima di |2) e moltiplicando poi a sinistra per (I,m’| si ottiene

(1,7 =" DY) (6,0,0)(1,m|2) . (3.47)

Usiamo ora quella che ¢ sostanzialmente la definizione delle armoniche sferiche, cioe Y}/ (6, ¢) =
(n)l,m’): nel caso specifico di 2 si ha 8 = 0 e dalla formula esplicita delle armoniche sferiche

Eq. ([246) si vede che Y7,,(0,¢) si annulla se m # 0, mentre per m = 0 si ha Y;(0,¢) = \/%
(vedi Eq. (2355)), dopo la quale si & mostrato anche che P;(1) = 1). Di conseguenza

2041
(I,m|2) = 0o 4:; (3.48)
e quindi
e 6.0) = /2L D0 (6,6.,0) (3.49)
che & equivalente a Eq. (3:43)).
Un modo completamente diverso di procedere ¢ il seguente [5]: partendo da
DY a, B,7) = exp(ivJ,) exp(iBJ,) exp(ia.J,) (3.50)
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si trova subito

— i D YaB,y) = D (e, B

Oa
8 71 _ D*l J/
—l% (o, B,7) = (v, B,7),, (3.51)
0
- iaD_l(a,ﬁ,’y) = D_l(aa ﬁ77)‘];
dove ' ' . . . ‘
J:L/; — e—zoz.]z Jyeux]z , J; _ e—zane—zﬂJyJZezﬁJyezan . (352)

Gli operatori J?; e J., possono essere scritti in termini di J,, Jy, J, applicando la relazione
Eq. (L34). Partiamo da J;: si ha

Ty = i) (7:)71 RARNPA (3.53)
inoltre
O )=y, UG =) = —ide [P0 = e —ide =y . (3.54)
quindi si ottiene
2n+1
Z_: 2n' Z 2n + 01 =Jycosa— Jysina . (3.55)

In modo completamente analogo si ottiene con due passaggi
J. = sin B cos aJ, + sin Bsina.J, + cos BJ, . (3.56)

Le espressioni di J?; e J. si possono facilmente comprendere una volta realizzato che JZL/J ¢ il gene-
ratore delle rotazioni attorno all’asse ¢’ (Vedi Fig. (), mentre .J. & il generatore delle rotazioni
att(.)rn.o a z”; di conseguenza siha J, = —igs 6,8 e J, = i% ed usando Eq. [339) per cambiare
variabile nelle derivate si riottengono le equazioni precedenti.

Usando le precedenti espressioni si ha

J? J2+J2+J2 J2 + (Jycosa+ J, sina)2 + (Jycosa — Jysina)? =

e (3.57)

ﬁ< — J, cos 3)* +J’§ 75

dove nell’ultimo passaggio si ¢ usato [J, J,] = —isin B.J;. Sostituendo le espressioni di Eq. (3.51])
si arriva a

[J'2 +J2 —2c0s B! J} —icot BT, + J”

o? 1 52 52 o2
+ cot —5 + 5 — 2cos D Yo, B,7) =
{362 ﬁ o SiHQﬂ <872 da2 ﬂaa&y)} (a, B,7) (3.58)
“Ha, Byy)J?
da cui, moltiplicando a sinistra per (j,m|, a destra per [j, m’) e sfruttando I'unitarieta della matrice
di Dr(rJL)m,’ (OZ, 57 ’Y)a si ottiene

0 L (o2 o ” G)
{852+cot6 55 5( 7+ 5oz — 2008 B5— )}[D m(a B,7)]" = (3.50)
=i+ 1IDY), (o B, )"

e dal confronto con Eq. (842) si vede che [Dfi?m(oqﬂﬁ)]* & autostato di J? con autovalore
j(5 4 1); inoltre dalla prima di Eq. (351) e Eq. (B:41]) segue che [Dfi?m(a, B,7)]* & autostato di J,
con autovalore m’.
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Introduciamo ora l’elemento di volume

~ 1 .
dQ = 39,2 S0 Bdadpdry , (3.60)

dove la costante di normalizzazione ¢ scelta per fare in modo che [ dQ? = 1 quando Iintegrale e
esteso a
0<a<4m)Uu(0<B<m)U(0<y<dm). (3.61)

La ragione di questo dominio ¢ che D~!(a, 3,7) ¢ periodica di periodo 47 in « e 7, cosa che si
userd subito: se consideriamo integrale in dQ) dell’equazione Eq. [B358)), utilizzando le periodicita
appena enunciate si vede subito che gli integrali di tutti i termini contenenti derivate rispetto a ~
o rispetto ad « si annullano e I'integrale del primo membro risulta essere proporzonale a

/dﬁ <sinﬂaa;2+0085823> /da/d'yD_l(a,B,'y) =
/dﬂ— (smﬂaﬁ) /da/d’yD Y) = (3.62)
o o]

0= / D~ 7)dQJ? . (3.63)

quindi

Da questa equazione segue che se |j,m) & uno stato con j # 0, allora fD_l(a,B,'y)dmj,m) =
0, mentre sullo stato |0,0) l'azione della matrice D~'(a,3,7) si riduce all’identita, quindi in
particolare [ D™!(a, 3,7)d|0,0) = |0,0). Si ha quindi in generale

/D o, B,~)dS2 = [0, 0)(0, 0| (3.64)

e considerando ’aggiunto
[ pla.smaa =000 (3.65)

Moltiplicando a sinistra per (j, m/| ed a destra per |j, m) si ottiene infine
/Dy(if)m(aaﬁﬁ)dﬂ = 05,00m/,00m,0 - (3.66)

L’elemento di volume dS &, a parte un fattore numerico irrilevante, la misura invariante (anche
nota come misura di Haar) dei gruppi SU(2) e SO(3), vedi [7] §8.2 per un approccio elementare.
Usando questo fatto il risultato precedente ha una semplice interpretazione. Indichiamo per sem-
plicita di notazione con g 1’elemento del gruppo identificato dagli angoli di Eulero «, 3, v e con gy
un altro elemento del gruppo. L’invarianza della misura implica che che

[ Po)at, = [ Dlgg)ad,,, = [ D), (3.67)

inoltre si ha D(gog) = D(go)D(g), quindi

/ D(g)dS, = D(go) / D(g)d, (3.68)

per ogni rotazione Rgy,. Di conseguenza, dato un qualunque stato [¢), lo stato fD(g)ngW)) e
invariante per rotazioni. Da questo fatto si vede subito che [ D(g)dflg deve essere proporzionale al
proiettore sull’unico stato invariante per rotazioni |0,0) (nel caso specifico le normalizzazioni sono
state scelte per fare in modo che la costante di proporzionalita valga 1).
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3.4 1l teorema di addizione delle armoniche sferiche

Vediamo ora come dalla relazione Eq. ([8.43]) si possa ottene la formula di addizione per le armoniche
sferiche: consideriamo due rotazioni successive

D(a”,ﬁ”,’y”) — D(a/,ﬁ/’fy/)le(a’/B’fy) (369)

e moltiplichiamo a sinistra per (j,m’| e a destra per |j, m). Usando la relazione di completezza e
Punitarieta di D(o/, 8’,4") si trova quindi

D) (@, 8"7") = 3 D (@ ') Dy (e 5.7) (3.70)
e consideriamo in particolare il caso m = m’ = 0, quindi si pud anche usare v/ = v = 0 e
a// — ,_Y// — O:
DY3(0,8",0) =" DY), (o, 8,0)* DY), o (v, 8,0) . (3.71)
m//
Per determinare il valore di 8" in funzione di o/, 3, , 3 da usare in questa espressione si pud
studiare
D2 (", 8",7") =3 DI (o, 8,0 D2 (a, B,0) (3.72)
usando la forma esplicita delle matrici di rotazione per spin 1/2 in Eq. (8I6). Considerando
Pelemento (1/2,1/2) si ottiene I’equazione

/

!/
—ila=a)/2 o5 g cos % + =o't 2 gip g sin g (3.73)

—'L((X”-}-’y”)/Q
€ 2

1
cos — =e¢e
2

da cui si ricava
cos 8" = cos Bcos 8 + sin Bsin B cos(a — o) (3.74)

che non ¢ altro che il prodotto scalare dei due vettori
(sin 8 cos a, sin Bsina, cos ) ,  (sin B cosa’,sin 8 sina’, cos §') (3.75)

quindi 8" & langolo tra i due vettori caratterizzati dagli angoli polari (a, ) e (¢/,8"). Per j =1
intero si pud ora usare Eq. (848) in Eq. (871 e si ottiene il teorema di addizione

47

" o N *
Yio(8",0) = /gy 2 Yiew (8, ) ¥ (B, )° (3.76)
che usando la relazione Eq. (Z53) si puod anche riscrivere come
4m
P m=_-"_ Y, ! ! Y, * . .
l(COSﬁ ) 2l+1z lm (5704) lm (6,0{) (377)

m'’

Da questa relazione e Pj(1) = 1 (vedi fine di Sez. ([Z2))) si trova infine anche

5 20+1
2 Wim(@, 9 === (3.78)

Una applicazione notevole del teorema di addizione delle armoniche sferiche si ha nel calcolo
dei momenti di multipolo elettrostatici. Consideriamo ’espressione

1

r ="

(3.79)

in cui supporremo |r’| < |r|, e vediamo come riscriverla in modo da fattorizzare le dipendenze
angolari di e /. Se usiamo il vettore fisso r come asse Z per la quantizzazione del momento

24



angolare, poiche ¥ (r’) = 1/|r — r’| & invariante per rotazioni di r’ attorno a r nella sua espansione
in onde sferiche possono comparire solo termini con m = 0 (e usiamo Eq. (Z53])):

d(r') =Y (') Pi(cos B7) (3.80)
l

dove B & T'angolo tra r e r’. Inoltre & facile vedere che ¥ (r’) & una funzione armonica di 7’
regolare in 7/ = 0 e quindi si deve avere ¥;(r') = a;(r’)! (le armoniche solide 7'Y;,,, sono una base
per funzioni armoniche regolari). Per fissare i coefficienti a; si pud a questo punto usare il caso
specifico 7’ || , ottenendo

1

1
|r — 7’| T or—gp

S|

rl

1

Z — (") (per v’ || 7) . (3.81)
=0

Quindi (poiche P;(1) = 1) si ha in generale

1 li (:’)l Py(cos B") (3.82)

lr—7'| r
1=0

e usando il teorema di addizione delle armoniche sferiche si trova
/

e} l l *
1 47 1 r r r’
|r — 7’| B 7221—1—1 (r) m;lylm (;)Ylm (74’) ’ (3.83)

=0

Nel caso del potenziale elettrostatico generato da una distribuzione di carica p(r’) si ha quindi
l
p(r’) ’_ — 1 r
/|T‘—‘T’I‘dr _Z’/‘H_l lem (;) le
1=0 m=-1 (3.84)

A r\"
Qun =gy [6ote i ()
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4 Somma di momenti angolari

4.1 Aspetti generali

Supponiamo di considerare una sistema fisico composto da due sottosistemi, aventi rispettivamente
momenti angolari J; e Jg, che trasformano nelle rappresentazioni 1) e ®U2) del gruppo delle
rotazioni. Lo spazio delle configurazioni del sistema completo & dato dal prodotto tensore degli
spazi delle configurazione dei due sottosistemi e su di esso agisce la rappresentazione del gruppo
delle rotazioni data dal prodotto diretto delle due rappresentazioni precedenti, indicata con il
simbolo DU @ ©02), Usando il fatto che se A, B, C' e D sono operatori si ha

(A+B)®C=A®C+B®C, (AB)®(CD)=(A®C)(B® D) (4.1)
si vede facilmente che

exp(—i¢ - J1) @ exp(—i¢p - J2) = exp ( —ip(J1 L+ ® Jg)) ) (4.2)

dove con Iy e I5 si ¢ indicato I'operatore identita sul sottospazio 1 e sul sottospazio 2 rispettiva-
mente. Si introduce quindi I'operatore momento angolare totale

J=J1L+1L®Jsy, (4.3)
che si vede subito soddisfare le relazioni di commutazione Eq. (I52) e
(J,LJ))=[J L @Js)=[J,J1@L]=[JJ ®L]=0. (4.4)

A questo punto si hanno due modi per descrivere gli stati del sistema completo: si puod usare una
base degli operatori commutanti

Jioh, Ja®L, LeJ;, L., (4.5)

base che ha quindi la forma |ji, m1, j2,m2) = [j1,m1) ® |j2, ma), oppure si pud usare una base
comune degli operatori commutanti

J?@IZa II®J§7 JQ; ']27 (46)

ottenendo una base della forma |[j1, j2, 7, m), dove j(j + 1) e m sono gli autovalori associati rispet-
tivamente a J? e .J,. Dato che i valori di j; e j, saranno tipicamente fissati una volta per tutte,

introduciamo per semplicita la notazione compatta

| M (m1,m2)) = |71, m1, j2,ma) ,  |J(j,m)) = |j1,52,5,m) , (4.7)

mentre indicheremo gli stati con |M (j1,m1, j2, m2)) e |J (41, j2, 4, m)) nel caso sia necessario rendere

esplicito anche j; e jo.
Poiche sia [J(j,m)) che |M(m,m)) formano una base ortogonale (che si pud supporre ortonor-
male senza perdita di generalitd) dello spazio delle configurazioni, si puo scrivere

|G m)y =Y (M(my,ma)|J(j,m))| M (m,ms)) . (4.8)

may,ma

I coefficienti (M (mq,m2)|J(j,m)) sono detti coefficienti di Clebsch-Gordan (o di riaccoppiamen-
to, di accoppiamento vettoriale, di Wigner, ...) e costituiscono gli elementi di matrice di una
trasformazione unitaria, in quanto entrambe le basi |M (m1,m2)) e |J(j,m)) sono ortonormali.

In generale, fissati j; e j2, non tutti i valori di j sono ammissibili (cid sara visto meglio tra
poco) e porremo per definizione i coefficienti di Clebsch-Gordan di uno stato non permesso eguali
a 0, quindi

<M(m17m2)|‘](j’m)> 0(6(j17j27j) ) (49)
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m |
J1+J2 M (G1,32)
Jj1+i2 -1 M(j1 —1,42) M(jy,d2 — 1)

Jj1+J2 —2 M(j1 — 2,32) M(jp — 1,42 — 1) M(j1,3d2 —2)
2 — i1 M (=i, d2) M(=jy + 1,42 = 1)  M(=j1+2,d2-2) - M(1,d2 - 2i1)
j2 —J1—1 M(=j1,52 — 1) M(=j1 + 1,42 —2) M@ — 1.2 —2j1) M@, d2 —2j1 — 1)

Tabella 1: Lista degli stati | M (m1, m2)) a fissato valore di m = mj + ma, supponendo j; < j.

dove 0(j1,72,74) ¢ uguale a 0 per gli stati non permessi ed uguale a 1 altrimenti. La proprieta di
unitarieta si esprime allora tramite le equazioni

> (I )M (my, ma)) (M (ma, ma)|J (5, m))

my,ma

S Oy = Y (M (i, m)[J (G, m)) (T (4, m) | M (ma, ma))

Jsm

Om,m 05,6 (41, J2,7)
(4.10)

che si ottiengono inserendo una rappresentazione dell’identita nelle equazioni
Orm.m? 0.+ 0(j1, 2, ) = (J (G, mO)T(Gm)) 5 Oyt Oma,msy = (M (mh, my)|[ M (my, ma)) . (4.11)
Dato che J, =11 ® J,2 + J,1 ® I3 si ha inoltre
m(M (my, mo)|J (5, m)) = (M(m1,m2)|J:|J(5,m)) = (m1 +ma)(M(my, ma)|J(j,m))  (4.12)

quindi
<M(m1, ma)|J(j,m)) o Om,mq+ma (4.13)

e le relazioni di unitarietd Eq. [@I0) possono essere ristrette al sottospazio con m = my + mo
fissato, ottenendo nella forma

85,501, g2, ) = D (T (', m)[M (ma,m — ma)) (M (m1,m — m1)| J(j,m))

miy

Oy, = Z<M(m’1,m = m)|J(§,m))(J (§, m)[ M (m1,m — my)) .

(4.14)

Vediamo ora, fissati j; e ja, che limitazioni si hanno sui valori possibili di j: poicheé m assume
tutti i valori tra —j e j ed inoltre si ¢ appena visto che m = my 4+ mo per ogni elemento della base
|M (mq,m2)), si deve avere j < max(mi + ma) = j1 + jo. E inoltre semplice verificare la seguente
identita:

=T L+0LoJs+J10J o+ J 10J12+2J.10 .0 (4.15)

da cui segue in particolare

TAAM (1, j2)) = (101 +1) + Ja(2 + 1) + 2402 ) IM (i, jn)) =
= (J1 +J2) (41 + j2 + 1)|M (41, j2))

(4.16)

quindi lo stato |M(j1,j2)) & autostato di J? con j = j; + jo, inoltre & 'unico stato con il valore
massimo di m, quindi si deve avere

|M (j1, j2)) = €"?1J(j1 + jr, j1 + j2)) - (4.17)

Uno stato con m < ji 4+ jo pud essere composto in diversi modi nella base |M (m,ms)), come
mostrato in Tab. () in cui si suppone per semplicitd j; < jo; la tabella proseguirebbe come
schematicamente mostrato in Fig. [2). Tramite Tab. () si ottiene una classificazione degli stati
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M (31, j2)

deg m

M(—=j1,7 . .
(1.2 J2—n

M(j1, —j2)

M(=j1,—J2) -j1—J2 J1—J2 J2 —J1 Jat+g1 M

Figura 2: Rappresentazione schematica di Tab. () (sinistra) e del numero di stati a m fissato
(destra), supponendo j; < ja.

possibili in funzione di m e per stabilire una corrispondenza tra le rappresentazioni |M (mq,ms))
e |J(j,m)) resta solo da determinare j in funzione delle altre variabili. Un primo passo in questa
direzione ¢ dato da Eq. ([IT) e per andare oltre si puo applicare ripetutamente l'operatore

J_=J 1L+ &J_o (418)

allo stato |J(j1 + j2, j1 + j2)) ottenendo stati proporzionali (a meno di una fase) a |J(j1 + j2,m)).
In particolare dopo la prima applicazione di J_ si ottiene uno stato proporzionale a |J(j1 + j2,j1 +
jo — 1)), tuttavia da Tab. () si vede che devono esistere due stati con m = j; + jo — 1. Indichiamo
con |J(j',j1 + j2 — 1)) lo stato con m = j; + jo — 1 ortogonale a |J(j1 + j2,71 + jo — 1)) (definito
a meno di una fase). Poiche j > |m| si deve avere j' > ji + jo — 1, d’altra parte si & visto che puo
esistere solo uno stato con j = j; + jo e che questo ¢ il massimo valore possibile di j, quindi si deve
avere j' = j1 + jo — 1. Si & cosi trovato lo stato |J(j1 + j2 — 1,41 + j2 — 1)) e applicando J_ ad
esso si ottengono tutti gli stati [J(j1 + j2 — 1,m)).

Dal Tab. () segue che si pud in modo analogo continuare a costruire stati con valori di j via
via piu piccoli fino a che non si giunge allo stato con j = jo — ji (si ricordi che si era supposto
Jo > j1), infatti per m < jo — j; il numero dei valori permessi di m (e quindi il numero degli stati)
non aumenta pit (vedi anche Fig. (), quindi con questa costruzione si riescono a determinare
tutti gli stati possibili, che risultano essere quelli con i seguenti valori del numero quantico j (in
cui lasciamo ora cadere 'ipotesi semplificativa jo > j1):

lje —g1l, ll2 =l +1, ..., i+d2—1, j1+42 (4.19)

Da questo risultato segue in particolare che la rappresentazione ®U1) @ ©U2) del gruppo delle
rotazioni & (come tutte le rappresentazioni unitarie) completamente riducibile e si ha

() ® 2) — pljz—iil) ey 9 (liz=i1l+1) s ) R (G1+i2—1) o) 9 (G1+52) (4_20)

risultato talvolta noto come serie di Clebsch-Gordan. Si puo verificare facilmente che le dimensioni
complessive delle rappresentazioni sono le stesse nel lato sinistro e destro dell’equazione, infatti la
somma delle dimensioni delle rappresentazioni a secondo membro ¢ (considerando per semplicita
j2 > j1, in modo che siano presenti 2j; + 1 termini)

2(j2 = J1) + 1 + [2(j2 — 1) + 3] + -+ + [2(J2 — j1) + 2(251) + 1] =
2j1

=202 — )2+ 1)+ > (2n+1)= (4.21)
n=0

=2(j2 — j1) (21 + 1) + (251 + 1) = (251 + 1) (272 + 1)

che coincide con la dimensione della rappresentazione a primo membro.
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4.2 Convenzioni di Condon-Shortley

Come in parte gia visto, nel porre in relazione le due basi |M(my,m2)) e |J(j,m)) € necessario
specificare alcune fasi e la convenzione universalmente usata e quella di Condon e Shortley, che
sara esposta nella presente sezione.

La prima scelta ¢ quella che consiste nel porre ¢ = 0 in Eq. [@TI1), cioe

|M(j1,72)) = |J (1 + j2, 41 + J2)) - (4.22)

Partendo da uno stato |J(4,7)) ed applicando J_ si ottengono gli stati |J(j,m)) e le fasi tra gli
stati a j fissato sono scelte cosistentemente con le convenzioni precedentemente stabilite per gli
elementi di matrice di Jy tra stati di fissato momento angolare (elementi di matrice di J_ e J; non
negativi). Per fissare le fasi relative delle espressioni di |[J(j,m)) e |J(j',m’)) fisseremo le fasi degli
elementi di matrice df J4+1, che non commuta con J % ¢ pertanto pud avere elementi di matrice
non nulli tra stati di diverso momento angolare.

Da [J,,Jy1] = J4+1 & semplice vedere che l'elemento di matrice (J(j,m)|Jy1|J(5,m')) puo
essere non nullo solo se m = m’ + 1. Vediamo ora che tutti gli elementi di matrice di J4; tra due
stati di momento angolare totale j e 5/ hanno la stessa fase: innanzitutto & semplice vedere che si
ha [J4, J+1] = 0, quindi si ha

0= (JG,m + V[T T 1 IGsm — 1) =

= (JG,m+ DT Js 1| JG m = 1)) — (J(G,m + D)|Js 1 T4 | TG m — 1)) (4.23)

e utilizzando la relazione di completezza 1 =3,  [J(j,m))(J(j,m)| e le regole di selezione degli
elementi di matrice di J; si ottiene

0 =(J(j,m+ VT[T (G, m)(J (G, m)[ T 1] (§',m — 1))

—(JGom+ DI TG m)T (G m)| T4 | T (5, m = 1)) (4.24)

Si era gia usato in precedenza (vedi Eq. [228) il fatto che si pud assumere che tutti gli elementi
di matrice di J; tra gli stati a j fissato siano reali e non negativi. Dall’equazione precedente segue
allora che tutti gli elementi di matrice di J, 1 tra stati della forma |J(j,m)) e |J(j/,m')) hanno
la stessa fase per tutti i valori di m e m’. Usando questo fatto si pud imporre il vincolo che tutti
gli elementi di matrice della forma (J(j,m + 1)|J4+1|J(j + 1,m)) siano numeri reali non negativi,
fissando in questo modo le fasi relative tra gli stati di momento angolare j, 5. Un ragionamento
analogo puo essere effettuato per gli elementi di matrice di J4 o, ottenendo che gli elementi di
matrice di J4 o tra gli stati [J(j,m)) e [J(j',m’)) hanno la stessa fase per tutti i valori di m e m/'.
Tuttavia da J = Jy 1 + Jy o e dal fatto che [J?, J,] = 0 segue che se j # j' I'elemento di matrice
di Jy tra |[J(4,m)) e |[J(j,m')) & nullo e di conseguenza i segni degli elementi di matrice di Jy1 e
J4 2 sono opposti.

Consideramo ora la relazione di commutazione [J,1,J;] = Ji1; procedendo come nel caso
precedente si arriva a

<J(]7m + 1)|J+1|J(j + lam)> =
={JG,m+D|aJG+1,m+DNJG+1,m+D)|J|JG+1,m))— (4.25)
—(JG,m+ DI (G, m))(J (G, m)| 1] (G + 1,m)) .

A questo punto poniamo m = —(j + 1) nell’equazione precedente: in questo modo la terza riga
si annulla poiche vi compare |J(j, —(j + 1))), quindi dalla scelta di fase per J precedentemente
effettuata (reale e non negativa) segue che (J(j, —j)|J.1]|J(j+1, —7)) ha la stessa fase degli elementi
di matrice di J ; tra stati di momento angolare j e j+1. Usando I’equazione precedente per scrivere
I'elemento di matrice (J(j,m + 1)|J,1|J(j +1,m + 1)) in funzione di (J(j,m)|J,1|J(j + 1,m)) si
trova infine che tutti questi elementi di matrice sono reali e non negativi.

3Per evitare di appesantire troppo la notazione & uso comune sopprimere i prodotti diretti con le matrici identiche,
quindi ad esempio si scrive Jy 1 invece di J41 ® I2 oppure J = J1 +Ja invece di J =J1 @ o + 11 ® J2.
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Da quanto appena visto si ha che le seguenti convenzioni (convenzioni di Condon-Shortley)
sono compatibili tra loro e determinano univocamente tutte le fasi degli elementi di matrice di J,
J1 (§ JQZ

1. gli elementi di matrice degli operatori di salita e di discesa all’interno delle rappresentazioni
D) sono reali e non negativi

2. |M(j1,j2)) = |J (1 + J2, 1 + J2))
3. gli elementi di matrice (J(j, m + 1)|J4+1]J(j + 1,m)) sono reali e non negativi

La prima convenzione e indipendente dal fatto che si stia considerando la somma di momenti
angolari e serve anche nel caso di un singolo momento angolare. Si e inoltre visto che come
conseguenza di queste convenzioni gli elementi di matrice (J(j,m)|J,1|J(j + 1,m)) sono reali e
non negativi, convenzione che viene talvolta imposta in alternativa alla 3). Che le due convenzioni
siano equivalenti si vede ripercorrendo a ritroso il ragionamento usato in precedenza.

Mostriamo ora che usando queste convenzioni tutti i coefficienti di Clebsch-Gordan risultano
essere reali. Per fare cio ¢ sufficiente mostrare che ogni stato della rappresentazione |J(j,m))
puo essere scritto come combinazione lineare di stati |M(mi, m2)) a coeflicienti reali. Prendiamo
nuovamente in considerazione la costruzione degli stati |J(j,m)) che si ¢ effettuata in Sez. (£I)):
se si usa la convenzione di Condon-Shortley si ha |J(j1 + j2,71 + j2)) = |M (41, 1)) e gli altri stati
con j = j1 + jo si ottengono a partire da |J(j1 + j2,71 + j2)) utilizzando loperatore di discesa
J_, che secondo la convenzione di Condon-Shortley ha elementi di matrice reali, quindi tutti gli
stati che si ottengono in questo modo sono combinazioni lineari a coefficienti reali di stati della
rappresentazione |M (mi,m2)). Consideriamo ora gli stati con j = j; + jo — 1: come si & visto in
precedenza lo stato |J(j1 + j2 — 1,51 + j2 — 1)) & fissato a meno di una fase e’¥ dalle proprieta di
essere ortogonale a |J(j1 + jo,j1 + j2 — 1)) e di avere m = j; + jo — 1. Applicando nuovamente
Poperatore di discesa si ottengono tutti gli stati con j = j; +j2 — 1 e, poiche gli elementi di matrice
degli operatori di discesa sono tutti reali, la fase e rimarra invariata in tutta la torre di stati cosi
formata. In particolare si ottiene

(J(G1 +ja — 1, —j1 — je + V| L1l (G1 + g2, —j1 —j2 + 1)) =
= > Y (TG +d2— L1 — ja+ DIM(my,ma))(M(my, m)|J.1|M(mh, m]))x

mi,m2 mj,ml
x (M (mly, m3)[J(j1 + ja, —j1 — ja + 1)) =
= > ma(J(r 4 ja = 1, —j1 = ja + DM (ma, ma)) (M (my, ma)|J (1 + j2, —j1 — j2 + 1))

mi,ma2
(4.26)
Nell’ultima somma, i termini (M (mq,m2)|J(j1 + j2, —j1 — j2 + 1)) sono i coefficienti di Clebsch-
Gordan degli stati con j = j; + jo che si sono appena visti essere rali; i termini (J(j; + jo —
1,—j1 — j2 + 1)|M(m1.m2)) sono i complessi coniugati dei coefficienti di Clebsch-Gordan associati
agli stati j = j; + jo — 1, che per quanto visto hanno tutti la fase stessa e’¥. Per la convenzione
di Condon-Shortley la prima espressione della catena di uguaglianze deve pero essere reale, quindi
anche i coefficienti di Clebsch-Gordan con j = j; 4+ j2 — 1 devono essere reali. Il ragionamento
puo ovviamente essere iterato, ottenendo la realta di tutti i coefficienti di Clebsch-Gordan. Si ha
quindi

(M (my, m2)|J(5,m)) = (J(j,m)|M(m1, ms2)) . (4.27)
Mostriamo ora le relazioni di ricorrenza per i coefficienti di Clebsch-Gordan: introduciamo per

semplicita di notazione la funzione

A(m) = V(G +m)(G—m+1), (4.28)

tramite la quale si possono scrivere gli elementi di matrice di J1 (vedi Eq. (Z25])) e che evidente-
mente soddisfa le relazioni

A(m+1)=A(G,—m)=/G+m+1)(G—m), A -m+1)=A(Gm). (4.29)
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Usando la proprieta di completezza e le regole di selezione di J_ si vede che

ed espandendo |J(j,m — 1)) sulla base |M(my, m2)) usando i coefficienti di Clebsch-Gordan si
ottiene quindi

J_|J(Gm) = (J(Gym = DI-|T(Gym)) Y (M (ma,ma)|J (G m = 1)|M (my,ma)) . (4.31)

mi,m2

D’altra parte si pud anche usare la completezza sugli stati | M (mq,m2)) quindi

J-J(Gm) =AM (ma,mo)|J-|J (G, m)) |M(ma,ms)) =

mi1,msa

_ (4.32)
= D > (M(ma,mo)|J-|M(mi,my)) (M(my,my)|J(j,m)) |M(my,ms)) .

mi,m2 mf,mh
Uguagliango i coefficienti dei termini |M (m1,ms2)), usando nella seconda forma J_ = J_1+ J_o
ed esplicitando gli elementi di matrice con Eq. (2228]) si ottiene

A(j, m)(M(my, m2)|J(j, m — 1)) = A(j1,m1 + 1)(M(m1 + 1,m2)|J (j, m))+ (4.33)

+ A(ja,ma + 1)(M(my1,ma + 1)|J(4,m)) . '

Usando J; al posto di J_ si ottiene la relazione analoga

+ A(j2, m2) (M (my,mg — 1)|J(§,m)) .

Queste relazioni potrebbero essere utilizzate per il calcolo ricorsivo dei coefficienti di Clebsch-
Gordan, vedi ad es. [1] §3.6.

Terminiamo questa sezione calcolando il segno di una specifica classe di coefficienti di Clebsch-
Gordan, che segue direttamente dalle convenzioni di Condon-Shortley e sara usato in seguito per
verificare che la corretta scelta delle fasi sia stata implementata nel calcolo esplicito dei coefficienti
di Clebsch-Gordan. Procedendo analogamente a quanto fatto altre volte partiamo dalla relazione
di commutazione [J,1,J;+] = J41 e prendiamo 'elemento di matrice di questa relazione tra gli
stati (J(j + 1,5+ 1)| e |J(4,5)). Poiche J4|J(4,7)) = 0 si trova

(JU+ L7+ DT ald(G,5) = (TG + L7 + DI [TG + 1,506+ L)l (6, 5)) =
(4.35)
dove nella seconda uguaglianza si e inserita una risoluzioni dell’identita e si sono usate le regole
di selezione di J. Poiche gli elementi di matrice di Jy tra stati a j costante sono non negativi e
si & mostrato che la stessa cosa & vera per (J(j,m)|J,1|J(G +1,m)) = (J(G + 1,m)|J.1]|J(j,m))
(J- & hermitiano), si deduce che 'ultima riga della precedente equazione deve essere non negativa.
Usando nuovamente delle risoluzioni dell’identita troviamo quindi

=D (TG + 1,5+ V)M (ma,ma)) (Gr, ma | Tyl mh ) (M (mh,ma)| T (4, 5)) > 0 (4.36)

mi

dove si & usato (M(mqy,ms2)| = (j1, m1|{j1,mz| e |M(m},mb)) = |j1, m))|j2, mb) per semplificare
I'elemento di matrice e imporre mo = mb; il valore di mg & inoltre fissato da my + mg = j + 1
e analogamente m} + 1 = my. Se ora usiamo Eq. ([@34) con m = j il primo membro si annulla,
quindi si vede che il segno dei coefficienti di Clebsh-Gordan (M (my,m2)|J(J, 7)) si alterna se m;
cambia di una unita, quindi

sgn[(M(m1,m2)|J (4, 7))] = (1)~ sgn[(M(j1, m2)| (7, 5))] , (4.37)
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dove my € di volta in volta fissato dal vincolo che il coefficiente di Clebsch-Gordan non si annulli:
my + mg = m. Poiche (—1)71—™1(=1)1—™1 = —(—1)201=™1) = _1 (j; —m; & un intero), usando
questa identita nella disuguaglianza precedente otteniamo

sgn[(M (j1,m2)|J(j + 1,7 + 1))]sen [(M (j1,m2)|J (4, §))]
ST 1,5+ DM (my, m)) |Gy mal Ty 1 m) (M (mf, mo) [ TG, ) >0, (438)

e dal fatto che ’elemento di matrice & non negativo si trova (sostituendo i valori appropriati di
mg)

sgn[(M(j1,j + 1= 30l + 1,5+ 1) ]sen[(M(j1,j = jO)II(G,5)] =1, (4.39)
quindi tutti i coefficienti di Clebsch-Gordan non nulli del tipo (M (j1,j —j2)|J(4,4)) hanno lo stesso
segno indipendentemente dal valore di j. Poicheé dalle convenzioni di Condon-Shortley sappiamo
che (M (41, 72)|J(j1 + jo, j1 + j2)) = 1 si ha quindi

sgn[(M(j1,5 — j1)|J(5,5))] =1 (4.40)
per tutti i valori ammissibili di j, ovvero usando la notazione completa
<M(j17jlaj2aj_j1)|J(j11j27j7j)> >0 (441)

per |71 — jo| < j < j1+ jo.

4.3 Calcolo dei coefficienti di Clebsch-Gordan

Si procedera ora alla deduzione di una formula esplicita per i coefficienti di Clebsch-Gordarfd. Tn
questa sezione si utilizzera nuovamente la rappresentazione introdotta per il calcolo delle matrici
di rotazione in Sez. (B2)): in questa base si ha (vedi Eq. (3221]))

Jitmi . j1—mi Ja2t+ma  ja—ma2

X+1  X-1 X¥2 X2
V1 +m)(G1 — ma)! /(2 + m2)!(j2 — ma)!

dove come al solito si variabili relative alla i—esima particella sono indicate con il suffisso 7. Nel
seguito avra fondamentale importanza 1’operatore

|M (j1,m1, j2, m2)) = (4.42)

T = X41X-2 = X—1X+2 (4.43)

che si vede facilmente soddisfare le relazioni di commutazione (vedi and Eq. (8I8) e Eq. (819]) per
la definizione dell’operatore K)

1
[Ki,T]:§T7 [J?,T]:TKi+ZT, [J5,T] =0, [Je,T]=0. (4.44)

Utilizzando la relazione J? = %(JJFJ, + J_J4) + JZ2 e le relazioni precedenti si vede subito che
[J2,T]=0. (4.45)

Consideriamo ora leffetto dell’operatore T' sullo stato |J(j1, jz,j,m)): usando le relazioni di
commutazione precedenti si ottiene

S 3 C
PTG gesdin) = (TR + 5T+ 032 (G} =
(4.46)

.3 .. ) 1 . 1 L.
ZT(JH— 1 “"]i(]i"‘l)) [J(j1,d2,9,m)) = (Jz‘+2> (Ji+2+1> T|J (41,72, 5, m))

4La strategia di dimostrazione utilizzata segue, pur con alcune piccole varianti, la strada tracciata nelle note
“Notes on Quantum Mechanics” di K. Schulten (2000), che molto probabilmente si basa a sua volta su J. Bellissard,
R. Holtz “Composition of coherent spin states” J. Math. Phys. 15, 1275 (1974).
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quindi T|J(j1, j2,5,m)) & autostato di J7 con autovalore j; + 1/2. Se si considerano anche le
relazioni [J?,T] = 0 e [J.,T] = 0 si ottiene

Applicando questa formula n volte si trova quindi

e nel caso j = j1 + jo2 e m = j1 + jo utilizzando la convenzione di Condon Shortley |J(j1, j2,71 +
J2,J1 + J2)) = |M(j1, j1, j2, j2)) si ottiene

|J(J1 4+ n/2,j2 + /2, j1 + jo, 1 + j2)) = N(n, j1 +1/2, j2 + n/2)T" M (j1, j1, j2, j2))  (4.49)
dove N(n,j1 +n/2,jo +n/2) & una costante di normalizzazione che vale

, (2j1 +2j2 + 1)
N( 7 , ) . 4.50
n]1—|—2 ]2+2 \/(2j1+2j2+n—|—1)'n' (4.50)

Verifichiamo che questa sia la corretta normalizzazione: usando l’espressione esplicita di T
abbiamo

n 271 2J2
n _ X4
J)=N ( )(X+1X2) *(=x-1x+2)° =
Sz:(:) s vV (251)! v/ 2]2
_ N SNy \/(2]1 -2 ) T TN XN

(251)!(242)! <=5 sl(n — s)! V(2j1 +n—8)ls! /(252 + 5)l(n — s)!
(4.51)

quindi usando l'ortonormalita delle funzioni Eq. [@42]) si deve avere

n

2]1—|—n—s (242 + s)! 0 g e (2j1—|—n—s> (2j2—|-5>
1= N N|#(n! . . 4.52
| 231 232 ,Z — )l = [NPm)*) o 2, (4.52)

s= s=0

Per calcolare questa espressione notiamo innanzitutto che si ha

av 1\
v (1 - A)

quindi, sviuppando la prima espressione in serie di Taylor, si ottiene

1 m+l > AT (m +m1)' > ny +mq my
(=) = e o

m1:0

(ny +v)!
n1!

=mi+1)-(n+v)=
A=0

(4.53)

Applicando due volte questa espressione si trova

1 ni+1 1 na+1 o ny +my Ny + Mo
- o - Atz 4
() () -, am)e) (459

mi,ma=0

e ponendo my +mo =1 € Mo = § si ottiene

=) e)

r=0

A7 (4.56)

e confrontando questa espressione con ’equazione ottenuta da Eq. (£54) con la sostituzione ny —
ni + ng + 1 si ottiene
zr: ny+r—s\(na+s\ ny+ng+r—+1 (4.57)
=0 ny U») ny +no + 1 ' '
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Usando questa espressione 1’equazione per la normalizzazione diventa

2 n!(2j1 + 2j2 +n +1)!

1=|N
| (271 + 252+ 1)!

(4.58)

da cui Eq. [@350) (si verifichera alla fine del calcolo che con questa scelta di segno di N si riproduce

Eq. @41)).

Torniamo ora all’equazione Eq. (£49): con il cambio di variabili

=0+ n=htt-j
b=j14+n/2 << ji=30+06-10) (4.59)
ly = jo+n/2 Jo=3(j + Lo — £1)

si ha allora (usando lespressione esplicita per |M (j1, ji1, j2, j2)) ottenuta da Eq. (£42))

j+01—02 402 —01
(s la, ) = N{6y + £ — jy by, £) T+ X0 o . (460)
Vi+a—6) G+ —0)

e la costante di normalizzazione si riscrive come

(25 +1)!
(br 4Ly =) +l+5+ 1)

Nl + by —j, by, b2) = \/ (4.61)

Se si considerano le espressioni esplicite degli elementi di matrice degli operatri di discesa
Eq. (225) ¢ semplice vedere che si ha

: . j— . . (j+m)!
J(Wy, 0, 5,m)y = A(5,m)J2 ™ J(l1,42,7,5)) , A(G,m) =4 ——r"t— 4.62
quindi
|J(€1a€2vju m)> =
G+b2—j 77 Xiéliez Xj;ger&
= N(Ehfg —j, 61,£2>A(j7 m)T ! Q_JJi_m = = (463)
\/(] + 0 — L) \/(] + 0y — {y)
e il resto del calcolo consistera nell’esplicitare questa formula.
Definiamo innanzitutto
Gt = Jin—lXZ—Q ) (4.64)
per il cui calcolo € comodo introdurre la funzione generatrice
I(\, @,y) = exp(AJ-) exp(@x+1) exp(yX+2) » (4.65)
infatti sviluppando in serie il secondo membro di questa definizione si vede subito che
)\szyt
I(A = Gt 4.66
( ?‘r’y) Tg:t T!S!t! ( )
Ricordiamo ora che J_ = x_1041 + x—20+2; poiché [x_104+1, x—20+2] = 0 si ha
exp(Ax—104+1 + Ax—20+2) = exp(Ax-10+1) exp(Ax—20+2) (4.67)
e di conseguenza per generiche funzioni analitiche f e g si ha
exp(AJ-) f(X+1)9(X+2) = exp(Ax—10+1) f(x41) exp(AX—2042) f(X+2) = (4.68)

= fx+1 + Ax-1)g9(xa2 + Ax—2) -
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Quindi in particolare si ha

I\, z,y) = explz(x41 4+ Ax—1)] exply(x 2 + Ax—2)] =

xst

=7 S O M) G + o)’ =
s,t

Z Sl ZZ( )( >)\u+"><iluxg XX s = (4.69)

u=0v=0

_ Z t)‘7 Z t s—q. 4 —r+q.r—q
T a) \r — X+1X 1X+2 X—2

s,t,r

da cui, confrontando con Eq. ([£60]), si trova

7,8 $ t —r r
Gt =l Z <q> (T _ >X+1 xL 1X+2 TN 5! (4.70)
q

Nella relazione Eq. (£83)) interviene G™*t con r = j —m, s = j + £y — fo, t = j + £y — £1, cioe

Gimmith -ttt 3 (G—m)G+b— 52) (j+ 02— ) y
q'(G+b — b —(j —m—ql(m+ L — £ +q)!
ORI TETIN T (4T

usando la definizione T" = x4+1X—2 — X—1X+2 Si ottiene

—j bitil—j s —j—s s
TR = Z( . j)(—l) (rrx—2) 7T (ax) (4.72)
e quindi
Thtle—j qi—m.j+bi—L2,j+la—l1 _
_Z (b Ly = G —m)!(G+ b — b))+ €2 — &) »
sl(ly+Lly == 8)lgl(j+ b1 —la — @) (j —m — ) (m + L2 — €1 + q)! (4.73)
XXile q— sxq—;sxm+£2 £1+q+sXZ_12+22 m—q—s
inoltre si ha
XN =V =g =9l g ) [0t —g— )
XT;€27€1+q+sX€712+€2 m—q—s _ (4.74)
=vV(m+l—li+q+s)(li+l—m—q—s)! [la,m—l+q+s) .
Rimettendo insieme i pezzi si trova
) b+ 0y —j, 01,0 j,m s
(e, 00,y = Mt o 3,8, )AG ™) D (1)
VG + 0 =)+l — ) 5
ly + by — — by — L) + by — 1))
(b1 + Lo — )G —m)I(J + 1 — La)!(j + L2 — £1) (4.75)

X X

sl + b —j = 9)g!(j + 41 — b2 = Q)l(j —m — q){(m + bz — £y + q)!
x /(200 —q— ) (q+ )\ (m+ Ly — 01 +q+ 8)(ly + o —m — g — s)!x
X |M(l1,61 —q— s,le,m — {1 +q+5))
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da cui ponendo my =41 —q—8, me =m — €1 + g+ s (e quindi m; + ms = m), si ottiene infine
Pespressione esplicita per i coefficienti di Clebsch-Gordan

MﬂaJmm%mguwh&Jmnw=ww+1¢“1+&_jﬁfiéivﬁﬁfr+@+jﬂx
x /(0 +m) (6 — mi)! (s + mo)!(bs — mo)!(5 +m)!(j —m)! x
(-1)°
X Z S0 — 11 — ) (s + 2 — )1 + lo—J — $)(j — b1 — 1 + $)1(J — bz + my1 £ 9)!
(4.76)

)

dove la somma su s e estesa a tutti i valori per i quali i fattoriali sono non negativi.

E ora immediato verificare la relazione Eq. [@A41)), che dice che il coefficiente di Clebsch-Gordan
& non negativo se m; = {1, m = j e di conseguenza my = j — {1: dai primi due termini del
denominatore della sommatoria si vede che solo s = 0 & ammissibile e in questo caso a vista il
risultato € non negativo. Questo assicura che le scelte effettuate dei segni nelle normalizzazioni
erano consistenti con le convenzioni di Condon-Shortley.

4.4 Simmetrie dei coefficienti di Clebsch-Gordan
Le principali simmetrie dei coefficeienti di Clebsch-ordan sono le seguenti:

(M (j1,ma, 2, m2)|J (41, Jos ym)) = (=127 (M iz, ma, j1, ma)|J (G, Gz, 4, m)) (4.77)
(M (j1,ma, j2, m2)|J (j1, j2, j, m)) =

= (=1 H2TIM (41, —ma, jo, —m2)| T (1, j2, G, —m))
(M (j1,ma, jo, m2)|J (j1, j2, jym)) =

= (_1)J2+ 2 H m<M(]27_m27.77m)|‘](.]27.7aj17m1)>

e dimostreremo queste simmetrie utilizzando l'espressione generale Eq. (£.76) derivata nella sezione
precedente.

Consideriamo innanzitutto la proprietd Eq. ([ 71): analizzando 1'espressione Eq. [{70]) si vede
che I'unica parte di questa espressione che cambia per lo scambio (j1,m1) <> (j2, m2) & il termine
di somma

(=1°

S ] b) ] b) .7 = . .
(s ma, g2, mal g, m) ZS: sl(jr — my1 — 9)!(Ja2 + ma — 5)! % (450)
. )

(i+je—3—9)—d1—ma+s)(j—jo+m1+s)

(4.78)

Cambiamo a questo punto la variabile della sommatoria, introducendo s’ tramite la relazione
s =j1 +j2 —j — 5. In questo modo si ha

’

. . . . - (—1)5
S 1,M1,72,M2|], M) = -1 Ji+j2—J : .
(s oy maljm) = GO G G )

. 1 - (4.81)
(G1+je—d—NG—Jge—mi+ G —j1+ma+s)!
= (_1)j1+J2_JS(j2am2aj1am1|jam)

che ¢ quivalente alla relazione .77

Anche nel caso dello scambio (mq, ma, m) > —(mq,ma, m) Punica parte dell’espressione Eq. (£70)
che cambia & I'espressione S(j1,m1,j2,ma|j,m) e considerando nuovamente lo scambio s = j; +
jo — j — &' si ottiene, procedendo analogamente a come fatto prima, 1’equazione

S(jlam17j27m2|ja m) = (_1)j1+j27j5(j13 _mlana _mQ‘j7 _m) (482)
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che ¢ equivalente alla relazione Eq. ([78). Consideriamo infine Eq. (I79): da Eq. [@10) si vede

semplicemente che essa € equivalente a
S(j1sma, ja, malj,m) = (=1)24728 (o, ma, j,m|j1,m) (4.83)
quindi basterd mostrare questa ultima. Per fare cid basta effettuare il cambio di variabile s’ =

Jo + ma — s nella somma che definisce S(j1,m1, j2, ma|j,m) e procedere analogamente a prima.

4.5 Applicazione alle matrici di rotazione

Utilizzando i coefficenti di Clebsch-Gordan, si dimostra la seguente relazione per il prodotto di due
matrici di rotazione:

DYV (o, B, D (@, B,7) =
= N (M(ma,m2)|J (G, m))(M(mh,mb)|J (j,m")) DD (e, B,7)

jgmm/

(4.84)

Indichiamo con J il momento angolare totale ottenuto sommando i momenti angolari J; e Jo; sia
inoltre D(a, 8,7) D'operatore di rotazione del sistema complessivo e D1(«, 3,7) e Da(a, 5,7) gli
operatori di rotazione dei due sottosistemi aventi rispettivamente momento angolare J; e J. E
semplice mostrare che si ha

D(avﬂa’Y):Dl(avﬁ77)®D2(a7ﬁ7’Y) ) (485)
da cui segue

<M(j17m17j2um2)|D|M(j1am/17j27ml2)> = <j17m1|D1|j1am/1><j27m2|D2|j27m12> =
_ pln )

mymy " ma,mlb "

(4.86)

D’altra parte si ha anche

<M(j17mlaj?am2)|D|M(j17m/1aj2?ml2)> =

= > (MO ma)lGom) (70, m) DL m) (G ') My, ma)) =

= > (M1, m2)| TG, m)) (G m)|DLIG.m)) (G, m)|M (i, ms)) = (4.87)
= > (M (mi,m2)|J(j.m)) DY) (T (G.m) [ M (my,ms))

jmm/

e dal confronto con lequazione precedente si ottiene Eq. [@84). Per j; e jo interi, ricordando
Eq. (343), si ottiene una analoga relazione per le armoniche sferiche:

B (201 +1)(22 +1)
mm(a,dmmz(e,d»)—Z(\/ mary MOl L

X (M(11,0,12,0) (1, 12,1,0)) Vi (6,9) )

l,m

Dimostriamo ora una relazione di ortogonalita per le matrici di rotazione: si era visto in
precedenza (vedi Eq. B83)) che [ D(a, 8,7)dQ & il proiettore sullo stato invariante per rotazioni,
quindi se si integra Eq. ([85) e si moltiplica il risultato a sinistra per (M (j1,m1, j2, m2)| e a destra
per |M(j1,m}, j2,mb)) si ottiene

mim mo m),

/ DYV (o, B,7)DY | (0, 8,7)d0 = (M (ma,ms)|J(0,0)) (J(0,0)[M(mi,m}))  (4.89)
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Usando Eq. [@70]) si vede che

1

<J(j1,j27070)|M(j1,m17j27m2)> = W

(= 1) ™85 520y s (4.90)

e quindi

1

m%g‘ﬂ—mlmz(s—m;m;(—1)2jl_m1_m1~ (4.91)

DIV (e, 3,7)DY (e, B,7)d2 =

D’altra parte, usando la forma esplicita Eq. (B8] ed il fatto che gli elementi di matrice dii)m' B)

sono reali, si ha la relazione
DYV (e, 8,9)" = DYV (—a, 8,~7) (4.92)

e usando Eq. (B:38) e Eq. (330) si trova

DUy (e =) = (F)™ D) L (o=, =) = (<)M DO L (a,8,9)  (4.98)

da cui segue (poiche (—1)%1+2m1 = 41)

J1) J2) A — 1
Dmim 6 7) mim ( 567’7)(19 = m(sjljz(swu mz(sm’1 mh - (494)

Nel caso particolare di ji, jo interi, usando 'equazione Eq. [B:48) e la periodicita di 27 in « per
passare da dQ a dQ (angolo solido tridimensionale), si ottiene I'ortonormalita delle armoniche sfe-
riche, che in precedenza non era stata dimostrata direttamente. Dall’ortonormalita e da Eq. (ES8])
segue 'integrale notevole

[ Y0060 1, 6,00 0,610 =

(4.95)

201 +1)(2l + 1
= \/( 1477(2)l(+21) )<M(117m17127m2)‘J(llvl2ulam)><M(l1707l270)“](l17127l70)> .
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5 Operatori tensoriali

5.1 Tensori cartesiani e tensori sferici

In meccanica classica un tensore cartesiano di rango n € definito come un insieme di componenti
Tj...r, associate ad n indici che sotto una rotazione trasforma come

Tjjogo =Y RuiRjrj - RinTijk (5.1)
ije-k

dove R ¢ la matrice che rappresenta la rotazione tridimensionale. Un tensore cartesiano ad n
indici ¢ quindi un insieme di 3™ componenti che costituiscono una rappresentazione (in generale
riducibile) del guppo delle rotazioni.

Dalla relazione Eq. (B) & semplice verificare che le proprieta di simmetria/antisimmetria del
tensore restano invariate sotto rotazioni: ad esempio se Tj;...;; € simmetrico per scambio dei primi
due indici anche T, ekt lo sara. Si e quindi ottenuta una prima decomposizione della rappre-
sentazione dei tensori cartesiani in tensori cartesiani con preassegnate simmetrie per scambio di
indici. Per trovare il numero di componenti indipendenti di un tensore cartesiano completamente
simmetrico ad n indici si puo procedere nel seguente modo: il numero di modi indipendenti in cui
si possono assegnare i valori 1, 2, 3 a ciascun indice &, a causa della completa simmetria, uguale al
numero di modi in cui si possono disporre n indici in 3 scatole, che ¢

n+2)! (m+1n+2)

= . 5.2
2In! 2 (5.2)

Notiamo che dalla relazione Eq. (5] e dalla ortogonalita della matrice R segue che una altra
proprieta di Tj;...,, resta invariata sotto rotazioni: il fatto di avere traccia nulla per la contrazione
di due indici. Se ad esempio ZZ Tiik.... = 0 si avra anche

ZTZ'/’i’k’---l’ = Z RyiRyjRyrge - - RpTije.q =
i iijk---l
(5.3)
= 6ijRwn- - RnTija = Y (Rk’k"‘Rl/lZTiikml> =0.
gLl Rl i

Consideriamo ora i tensori cartesiani irridiucibili di rango n, che sono i tensori cartesiani di rango
n completamente simmetrici e per i quali si annulla la traccia per contrazione di ogni coppia di
indici. A causa della completa simmetria basta si annulli la traccia per una coppia qualunque
di indici affiche si annulli per ogni coppia; il numero di contrazioni indipendenti che si possono
effettuare & quindi legato al numero di componenti indipendenti per i restanti n — 2 indici (quindi
il numero di componenti indipendenti di un tensore simmetrico a n — 2 indici):

n(n—1)
R —— 5.4
. (5.4)
quindi il numero di componenti indipendenti di un tensore cartesiano irriducibile &
1 2 -1
(n+1)(n+2) n(n >:2n+1 (5.5)

2 2

che & anche la dimensione della della rappresentazione irriducibile ©(™ del gruppo delle rotazioni.
La relazione con le rappresentazioni del gruppo delle rotazioni € piu evidente per i tensori sferici

di rango [, che sono definiti come un insieme di 2/ + 1 elementi T,Si) (conm=—I,=1+1,...,1-1,1)
che sotto rotazioni trasformano secondo la relazione

l
7% =5 1Dy (R . (5.6)

m=—1
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Per capire origine della definizione Eq. (B.6) mostriamo che questa € proprio la legge con cui
trasformano sotto rotazioni le armoniche sferiche, cosa che tornera anche utile per collegare i tensori
sferici con i tensori cartesiani irriducibili. Si usera la relazione Eq. (8:45) che lega le armoniche
sferiche alle matrici di rotazione e partiamo da D(RR;) = D(R)D(R2), che moltiplicato a sinistra
per (I,m'| e a destra per |I,m”) diventa

DY) (RR) =>" DY (R)DY) .(Rs) . (5.7)

m

e consideriamo ora il caso m” = 0. Indicando con # il versore in cui viene ruotato ’asse 2 dalla
rotazione Ry ed usando Eq. (348 si trova

Vi (RR)* =Y D) (R)Yim ()" (5.8)

m

che non ¢ altro, usando I'unitarieta di D" (R), che il complesso coniugato di Eq. (56). Allo stesso

mm/’
risultato si puo arrivare anche senza usare esplicitamente la relazione tra le matrici di rotazione

e le armoniche sferiche, usando gli autostati direzionali analogamente a come fatto in Sez. ([B.3])
seguendo [4]: se #’ = Rn, dove 7 e i/ sono due versori e R ¢ una rotazione tridimensionale, allora

[7) = D(R)|#) (5.9)
e moltiplicando a sinistra per (I, m’| e inserendo una risoluzione dell’identita si ottiene
(1, m'|a’y = DY (R)(l,m|n) (5.10)

che ricordando che Y;,, (1) = (n|l,m) & equivalente a Eq. (5.8)) e quindi a Eq. (5.0).
Per costruire tensori sferici di rango generico a partire da un vettore o per associare ad un
tensore cartesiano irriducibile un tensore sferico € utile usare le armoniche solide

r

Vim(r) =1"Yim (;) , (5.11)

che ricordiamo (vedi Sez. (2.2)) sono dei polinomi omogenei di grado [ nelle componenti cartesiane
di r che soddisfano l’equazione di Laplace AY;.,(r) = 0. Usando }Y,,, ¢ immediato costruire
tensori sferici a partire da un dato vettore cartesiano V': poiche V trasforma sotto rotazioni come
r si vede subito che ), (V) & un tensore sferico di rango I. Per procedere con la identificazione
tra tensori cartesiani irriducibili e tensori sferici & invece necessario scrivere Y, (7) in modo un
poco piu esplicito: dall’omogeneita segue che si puo scrivere

ylm Z a’7,17,2 Tilriz Ty, (512)
7,17,2

dove iy € {1,2,3} e si puo assumere che i coefficienti siano completmente simmetrici. Dal fatto
che V;,, € una funzione armonica segue inoltre

o ll—1) )
= Z 5’71371 (rYim(R)) = len (; Qjjigoiy | Tis =" iy (5.13)

dove nell’ultimo passaggio si ¢ usata la completa simmetria dei coefficienti a*™); si vede quindi
che i coefficienti '™ devono essere non solo simmetrici ma anche a traccia nulla. A questo punto,
dato il tensore cartesiano T5,,,...;, si puo associare ad esso l’espressione

Ilm)
TH = Z al'™  Tiigei - (5.14)
’Ll’LQ

Poiche le componenti 75, ;,...;, di un tensore cartesiano trasformano sotto rotazioni come il prodotto
TiyTip T3, € Vim(7r) € un tensore sferico di rango [ si vede che anche Tﬁl) ¢ un tensore sferico di
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rango [, inoltre a causa delle proprieta dei coefficienti a!™ solo la componente irriducibile di

. l
T;,i,-..5, contribuisce a Ty(n).

Ad esempio per [ =1 si ha

3 . 3 3 .
y1—1=\/87(1‘—1y)’ leZVEZ, y1+1=—\/87(1‘+ly) (5.15)

quindi al vettore V si puo associare il tensore sferico (a meno di costanti irrilevanti)
Lwvicim), v=vw, vO-_ L4 5.16
%(1—12% o = Vs, +1——ﬁ(1+12)~ (5.16)

Analogamente per | = 2 si ha (i casi non riportati si ottengono usando Y, —p,(7) = (=1)"Vim(7)*)

_ Ll /5222 _ 1/ _ L 15 e
y20_4\/;(2z ?=y), V=55 @)z, 2=/ o-(v+iy) (5.17)

quindi a partire dal tensore cartesiano simmetrico 7}; si puo costruire il tensore sferico T le cui
componenti valgono (di nuovo a meno di costanti di proporzionalita irrilevanti)

1
v =

1 .
Téz) = —=(2T33 — T11 — T22) , T1(2) = —V3(T13 +iThs) ,

V2
V3 .
TQ(Q) = 7(T11 — T22 + 22T12) .

(5.18)

In meccanica quantistica un modo naturale per definire un operatore tensoriale cartesiano ¢ im-
porre che il suo valore di aspettazione sia un tensore cartesiano classico. Consideriamo ’operatore
Tj...x: il suo valore di aspettazione sullo stato |s) € (s|T;...k|s) e se si effettua una rotazione R lo
stato |s) diventa lo stato D(R)|s), quindi il nuovo valor medio risulta essere (s|DT(R)T};...,D(R)|s),
quindi affinche il valor medio sia un tensore cartesiano si deve imporre che valga la condizione

DY (R)Tyjr..) D(R) = Rir;Rjrj - - - Ry T (5.19)

Nel caso particolare di operatori vettoriali cartesiani, considerando rotazioni infinitesime ed usando
la forma esplicita di D(R) e R si ottiene

(14 i0pJn) V(1 —idpd,) =~ (85 + €jini00)V; (5.20)
e quindi si trovano le relazioni di commutazione
Vi, In] = t€rn;V; . (5.21)
Per gli operatori tensori sferici si puo procedere in modo identico, arrivando a
k

T (k) _ k) (k)
DYR)T,'D®R) = > TH#D

q qq’

(R71). (5.22)

q=—k

Anche in queso caso si puo considerare 'effetto delle rotazioni infinitesime e vedere che la definizione
precedente ¢ equivalente alle relazioni di commutazione

e, T = V(& F )k £ g+ DT

5.23
(1., TR = qT (™ . (>:29)

dove ovviamente sono state usate le relazioni Eq. (2.25).
Vediamo ora come trasformano gli hermitiani coniugati: ¢ immediato verificare che I’hermitiano
coniugato di un tensore cartesiano trasforma ancora come un tensore cartesiano dello stesso tipo,
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mentre per i tensori sferici le cose sono leggermente pit complicate poiche le matrici di rotazione
Dé q), sono complesse: considerando I’hermitiano coniugato di Eq. (5.22) si ha

k

DIRYTP)IDR) = S (TH) DX (R . (5.24)

q=—k

Usando lespressione esplicita Eq. [.8) della matrice di rotazione e le simmetrie Eq. 335,
Eq. (336) si ha (indicando con «, 8 e v i parametri di Eulero della rotazione R~1)

D(k),*(R—l) = ei(qa+q"y)d§k) (B) = ei(qa+q’w)(_ )q’—qd(k) (—B) =

aq (5.25)
i(ga+q’ — k _ k _
= et (Tl (5) = (-7l (R
Di conseguenza ’operatore (Tf)ék) definito da[d
k —g— k
(@ = 7t @) = (yrhah (5.26)

trasforma come un tensore sferico. Alla stessa conclusione si sarebbe potuti arrivare anche consi-
derando I'hermitiano coniugato delle equazioni Eq. (5.23)).

Per costruire espressioni invarianti per rotazioni tramite operatori tensoriali cartesiani ¢ suf-
ficiente contrarre tutti gli indici, & infatti immediato verificare che se U;, ;. e V;, . ; sono due

tensori cartesiani allora U, ; Vi, . € Vi, . U i sono invarianti (in generale le due espressioni
sono diverse se i due operatori non commutano). Nel caso di due tensori sferici dello stesso ordine

Uék) e Vp(k) si ha che Zq(—l)k_qUék)sz) e Zq(—l)k_q%(k)U(f;) sono invarianti, infatti

D'(R)Y (- aw®vEDR) = 3 (1w D% (RYHVE D®, (RN (5.27)

—q" —q
q qq’ q”

ed usando l'espressione esplicita Eq. ([3.8)) della matrice di rotazione e le simmetrie Eq. ([3.34)-
B35)-(3.36) si ha (indicando con «, 3 e 7 i parametri di Eulero della rotazione R1)

D*), (R7Y) = ei(q"aJrqv)d(_k) q(@) — ¢ild"a+ay) g(k) ,(=B) = ei(q”a+qv)d(k) (B) =

T "o 1 (k) ( T q (k) (528)
= (—1)77¢ eila "‘*“”)dqq,,(—/)’) (—1)a- q qu”( —B,—a) = (-1)7" q qu/,(R)
quindi
_ k —q" (k) ~(k k k
DI(R)Y (-1 UV B pR) = S (1)U DY (R, D, (R) =
q qq’ q”
(5.29)
_ k—q' 77(k)y, (k)
_Z(_l) Uy Vg
q/

Ad esempio nel caso di due operatori vettoriali &€ immediato verificare usando le relazioni Eq. (5.10)
a1
che 32, (-1 UMV = - S0 UiV, (

Nel caso siano dati due operatori Uéll) e Vg 2 e si voglia costruire un operatore tensoriale
sferico di rango k si pud utilizzare 1'espressione generale (come al solito ¢’¢ anche la versione con
U e V scambiati che in generale ¢ diversa)

(k) - Z U(kl)v kZ) (klaQ17k‘25q2)‘t](k1ak27kaq)> ) (530)
q1,92

che si puo verificare trasforma nel modo corretto (la dimostrazione & identica a quella riportata in
Sez. (.20 per mostrare che Eq. (539) trasforma come deve). E facile convincersi che il “prodotto

5C’¢ parecchia arbitrarieta nella scelta delle fasi. Le cose importanti sono lo scambio ¢ — —q e la fase (—1)9.
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scalare” descritto nel paragrafo precedente € un caso particolare di questa espressione, infatti

usando espressione generale Eq. [@76) per calcolare (M (k,q,k,—q)|J(k, k,0,0)) si vede che solo
s = k — ¢ contribuisce alla somma e si ottiene (M (k, q,k,—q)|J(k, k,0,0)) = (\/;I)T A meno di

un irrilevante coefficiente di proporzionalita si riottiene quindi ’espressione precedente.

Terminiamo questa sezione mostrando una proprieta dei tensori sferici che ¢ rilevante nei calcoli
perturbativi: la traccia sul sottospazio a j costante di un qualunque elemento di un tensore sferico
di rango non nullo si annulla; in formule

Z<]am|Tq(k)|J7m> o8 6k,0 . (531)

m

Questo significa che una qualunque perturbazione che sia descritta da un elemento di un operatore
tensoriale sferico non banale (cio¢ con k # 0) non sposta al primo ordine di teoria delle perturbazioni
il baricentro dei multipletti in j. Per dimostrare questa propreta usiamo la regola di trasformazione
degli operatori sferici Eq. (5.22)

Z@,mw’ 5.m) = >, m|D(R)DY(R)TS D(R)D' (R)|j,m) =

m

, . (5.32)
= (. mID(R)TH D (R)|j,m)D) (R
e quella degli stati |7, m) Eq. (310)
D (R)|j,m) = D(R™Y)|j,m) = |j,m")DY)  (R7Y) . (5.33)

m/’

Usando anche ’hermitiano coniugato di questa ultima equazione e l'unitarieta delle matrici di
rotazione otteniamo

k . . * _ j _ k _
S GmIT P my =S Gom" T8, m DY) (DY) (RTYDE) (R™Y) =

m mq
. . j j _ k) [ e
= Y G T0m) D (R)DE), (R D (R = (5.34)
qgmm’ m'
k
= G/ |15, m) DL (R7)
qgm’
Definendo ora il vettore Xy =" (j, m|Tq(k)|j, m), questa equazione si riscrive nella forma
k — k) x
Xy =X, D (RY) = D) (R) X, (5.35)

da cui si vede che X7 & un vettore invariante per la rappresentazione irriducibile D®) quindi a
meno che non sia k = 0 si deve avere X, = 0 (allo stesso risultato si arriva anche integrando in dQ
Eq. (B60) e usando Eq. (3.60)). Dato che esiste una relazione lineare biunivoca tra gli elementi
di un tensore sferico di rango k e gli elementi di un tensore cartesiano irriducibile a & indici, la
proprieta di essere a traccia nulla sul sottospazio a j fissato & vera anche per i tensori cartesiani
irriducibili.

5.2 Teorema di Wigner-Eckart

Il teorema di Wigner-Eckart & un importante teorema sugli elementi di matrice dei tensori sferici
tra autostati del momento angolare, il cui enunciato &

G NT®1)

. k) - _ .o .
G| T j,m) = (T (k, j, 5", m')| M (k, q, j,m)) Nk

(5.36)
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dove (5'||T™||j) & detto elemento di matrice ridotto ed ¢ indipendente dai valori di m e M’. Tl
teorema di Wigner-Eckart afferma cioe che tutta la dipendenza da m e m’ dell’elemento di matri-

ce (j' 7m’|Tq(k)\ J,m) pud essere fattorizzata come un determinato coefficiente di Clebsch-Gordan.
Altre convenzioni possono essere usate nella scrittura dei momenti angolari nel coefficiente di
Clebsch-Gordan, che differiscono in sostanza per una fase globale (vedi Eq. (@ 71)-(#78]) che si
puo riassorbire nell’elemento di matrice ridotto, analogamente al fattore a denominatore, che se
scritto esplicitamente in questa forma semplifica un poco la scrittura del caso aggiunto. Poiche in
Eq. (B36]) i momenti angolari nel coefficiente di Clebsch-Gordan appaiono nello stesso ordine in

cui entrano in (j’,m’ |Tq( )| J,m) questa sembra la forma mnemonicamente pili conveniente.

Una conseguenza immediata del teorema di Wigner-Eckart & che (57, m’|Tq(k) |[7,m) =0sem’ #
g+ m, poiche in questo caso si ha (J(k, j,j',m")|M(k,q,j,m)) = 0. Questo fatto puod anche essere
dimostrato in modo diretto usando la seconda delle equazioni Eq. (523):

0= (' m| (12, T§0) = gZf9 ) i) = (' = m = @) (5w [TPlgm) - (5.37)
da cui si vede che si puod avere (j’,m’|Tq(k) |7,m) # 0 solo se m' = m + q.

5.2.1 Prima dimostrazione

Come conseguenza di Eq. (5.22]) e Eq. (810) si vede che lo stato T, q(k) |7, m) trasforma sotto rotazioni
secondo la rappresentazione ®*) @ ) infatti

D(R)TV|j,m) = D(R)T{P D(R™)D(R)|j,m) = D) (R)Dy), (RIT,j,m') . (5.38)
Dalla definizione dei coefficienti di Clebsch-Gordan segue allora che gli stati |“J, M”) definiti da

T, M) ZT 5, m) (M (k, q, j,m)|J (k, 5, J, M)) , (5.39)

nonostante non siano in generale normalizzati (le virgolette sono usate per ricordarlo), trasforma-
no secondo la rappresentazione (/)| come si pud vedere esplicitamente usando Eq. ([@&4), che
riscriviamo qui per comodita nella forma che serve:

Dy y(RID) W (R) = 3~ (M(q, ") G m)) (M (g, m)l T G m)) Dt (R) - 5409

J1mimy
Si ha infatti usando Eq. (5.38)

D(R)[*J, M”) ZD VTP |, m) (M (q,m)| J(J, M) =

> <M(q,m)IJ(JLmi)><M(q,m)|J(jl,m1)>><

; !
gmq’ m’ j1 mym

x DD (R)YTY|j,m') (M (g, m)|J(J, M) = (5.41)

mi my

= > (M(gm)I(, MM (g,m) | (1, ma)) DY (R)| 41, mi”) =

: /
qmji1my my

> MG m)) DY, (R mh”) ZD“” )| “T,m})

ji1mj my

Considerando rotazioni infinitesime si ha quindi (usando Eq. (Z28) per calcolare DS\;Q w(R))

ST, MY = M|“J,M?) | Jy|“J, M —17) = /(J + M)(J — M + 1)|“J, M”) |,

(5.42)
T[T M) = T+ T = MA DL M—=17) 2], M?) = J(J + 1)|“J, M”)
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da cui segue che (j,m|“J, M") < §; j6m a1 € che

(J,MIST, M)+ M)(J = M +1) = (J, M|Jy|*],M = 17) =
= (J,MJ T, M = 17) = /(T + M)(J = M + 1)(J,M — 1|“J, M — 17)

(5.43)

quindi (J, M|“J, M”) & indipendente dal valore di M.
Abbiamo ora tutti gli ingredienti per dimostrare il teorema di Wigner-Eckart: dalla unitarieta
dei coefficienti di Clebsh-Gordan abbiamo

T|j,m) = (I (k, j, J, M)|M(k, q,5,m))|“J, M”) (5.44)
J,M

e moltiplicando per (j’, m’| troviamo

G| T8 j,m)y = (T (k, 4, 5", m/) M (k, q, j,m))(§',m/ |45 ,m") . (5.45)

/|LL -/

Per quanto visto prima (j’,m’|“j’,m’”) non dipende dal valore di m’ e quindi si pud definire

I’elemento di matrice ridotto
G NT®N15) = V25" + 1 m/ |45, m™) (5.46)

ottenendo Wigner-Eckart.

Le relazioni Eq. (5:42)), che ai fini pratici sono la cosa che serve realmente per dimostrare Wigner-
Eckart, avrebbero potuto essere dimostrate anche usando direttamente le regole di commutazione
Eq. (5:23) come segue (il caso J, ¢ il pitt semplice, J_ & analogo):

Jp[ M =17) = T T |j,m)(M (k, q, j,m)| T (k, §, J, M — 1)) =
q,m

= Z ([‘]-i-aTq(k)] + T(I(k)‘]—i-)‘]v m><M(k7Qa]7 m)|J(k’,j, J7M - 1)> =
9,

=" V= @)k + g+ DTS g, m) (M (k,q, j,m)| I (k, §, J, M — 1))+

q,m

+3 VG —m) G+ m+ DTEj,m + 1)(M(k, q, 5. m)| I (k, j. J, M — 1)) = (5-47)

q,m

= 37O (k= a+ Dk + (M (kyq = 1,4,m)|T (K, G, J, M = 1))+

+ VG = m A DG+ mlj, m) (MK, q,j,m = DI (R, G, J, M = 1)) =
=V ([J+M)(J—M+1)[“J,M")

dove nell’ultimo passaggio si ¢ fatto uso della relazione di ricorrenza dei coefficienti di Clebsch-

Gordan Eq. (@37).

5.2.2 Seconda dimostrazione

Per 'unitarieta degli operatori di rotazione si puo innanzitutto scrivere
(G, m!|T{F)j,m) = (', m!| DY(R)D(R)T{M DY(R)D(R)|j, m) (5.48)

e usando le regole di trasformazione degli autostati del momento angolare Eq. (B.I0) e la definizione
di operatore sferico Eq. (5:22]) il secondo membro puo essere riscritto come

S DY) (R DY (R)DY) (R n' | T, n) (5.49)
n n/ q/

45



Utilizzando Eq. ([@384) si ha

DY (R)DG)(R) = " (M (k. q, j,n)| T (k, j,w, u')) (M (K, q, j,m)| T (k. j,w, 1)) D' (R)  (5.50)

wpp!
ottenendo quindi
@ m |TPGm)y = > N (M (k, g, 5,n)| T (K, jw, 1)) (M (k, q, 5, m)|T(k, ,w, ) x
wp'pnn'q (5.51)

x[DY) (R DY (R) (0| T, m) .

Integrando questa equazione in dQ (vedi Eq. (8:680)) e usando Eq. ([@34) si ottiene quindi (il primo
membro resta invariato in quanto non dipende da R)

(G, m| TR | j,m) =

> (M(k.qjn)| (k. j, 5 )%
nn’q (552)

(M (k, g, 5, m)|T(k, 5,5, m" ) (5,0 | Ty ;)

25" +1

Definendo ora

. k .
G| T |, m)

GITOND) = 3 Mk gl (ko3 (5.53)
nn/q/
si ottiene infine
, , , - 51715
[T, m) = <M<k,q,y,m>|J</~s,J7g’,m'>><|2j,+|1> (5.5)

che é il teorema di Wigner-Eckart.

5.2.3 Terza dimostrazione

Calcoliamo 'elemento di matrice di [J4, Tq(k)]

di commutazione Eq. (5:23) si ottiene

tra gli stati (js, ms| € |ja, m4). Se si usano le relazioni

(s mal [T, TN [ja ma) = /(b F @)k £ g+ 1) (ja, mal Ty s, ma) (5.55)

se invece si usano le relazioni Eq. (228]) per gli elementi di matrice di Ji si trova

(s ms| [T, T jay ma) = /(s £ ms) (s Fms + 1) (s, ms F YT |ja, ma)—

(5.56)
— /(s F ma)(ja £ ma + 1) (G, ma| T g, ma £ 1)

Confrontando le due espressioni precedenti si ottiene

V(s £ ms)(js Fms + 1) (s, ms F 1TH |js, my) =
= /(s F ma)(ja £ ma + 1) (j3, ma| T |y, ma £ 1)+ (5.57)
+ /(b F ) (k£ q+ 1) (s, ma| T s, ma)

che usando le funzioni A definite in Eq. (£28) e prendendo i segni in alto si riscrivono nella forma

A(js,ms) (s, ms — YT |ja, my) =
= A(ja,ma + 1) (j3, ma| T [ja, ma + 1)+ (5.58)
+A(kaq+ )<.]3am3| q+1|.]47m4> )
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Queste relazioni hanno la stessa forma delle relazioni di ricorrenza dei coefficienti di Clebsch-Gordan
Eq. [£33), come si vede dall’identificazione dei simboli

(j3, ma| TSP g, ma) < (M(k,q, ja, ma)|J (k, ja, j3,m3)) in Eq. [@33)

. . o . . (5.59)
j37m3a]47m47kaq < J,m, J1, M1, J2, M2 1N Eq (m

e poiche entrambe le relazioni di ricorsione sono lineari ed omogenee, se ne deduce che si deve avere
(g3, ma| TSP | ja, ma) = C(js, ja, k) (M (k, q, ja, ma)| T (k, ja, 3, ma)) (5.60)

Quest’ultima formula e equivalente al teorema di Wigner-Eckart, poiche si puo definire
GslIT™|ja) = C(js, das k)v/245 + 1 (5.61)

5.2.4 1l teorema della proiezione
Dato un generico operatore vettoriale V' si ha la relazione

iG+1)

(3, m/|V']j,m) = (G,m!|T|j,m) (5.62)
risultato spesso noto come teorema della proiezione.
Per fissato valore di j, dal teorema di Wigner-Eckart segue che gli elementi di matrice del-
le componenti sferiche di V', (j,m/ |Vq(1)\ Jj,m), sono proporzionali agli elementi di matrice di
(j,m’/ |J¢§1)| j,m) dove J ¢& il momento angolare. Entrambi questi elementi di matrice sono infatti
proporzionali allo stesso coefficiente di Clebsch-Gordan con un coefficiente di proporzionalita indi-
pendente da m. Poiche la relazione Eq. (516 tra le componenti vettoriali e sferiche di un vettore
¢ lineare, segue che anche gli elementi di matrice delle componenti cartesiane sono proporzionali
quindi
G/ [V1j,m) = e (G|, m) - (5.63)

Moltiplicando questa equazione per (j, m|J|j, m’), sommando su m ed usando il fatto che la somma
sum a jfisso Y, |7, m)(j, m| & la matrice identica nel sottospazio a j fissato, si ottiene

G|V - Jjm') = e (g,m! | T2j,m") = (G +1) (5.64)

quindi
_ <.77 m/|V ) J|j7 m/>

i +1)

v

(5.65)

ed il teorema della proiezione ¢ dimostrato.

Un ragionamento del tutto analogo si puo estendere anche al caso di tensori irriducibili di rango
pitt elevato. Supponiamo ad esempio di considerare il tensore sferico T®). Usando la procedura
descritta in Sez. (B.1]) si pud costruire tramite le armoniche solide un tensore sferico J*) a partire
dal vettore momento angolare; dal teorema di Wigner-Eckart segue allora che in un sottospazio a
j fissato si ha

(G,m! TG, m) = er(j,m'[IP]j,m) (5.66)

e procedendo in modo identico a come fatto prima si puo ad esempio ottenere
. gk (k)| .
(G| 2, ()R T )
. g 7(k) (k) . :
G| 32 (=1 0 g, me)

CT = (567)
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5.2.5 Wigner-Eckart per ’hermitiano coniugato

Il teorema di Wigner-Eckart & stato scritto nella forma

J'IT™115)

G [0, m) = (3, ' M (. (5.69)

in cui si e fattorizzato a denominatore un /2j5" + 1. Questa convenzione permette di semplificare
la relazione tra gli elementi di matrice di T e quelli di Tt definito da Eq. (5.28). Si ha infatti

. . . . X : k). «
G [T m) = Gom| (T | m)* = Gyml (=17 (@ G m) (5.69)
e quindi riusando il teorema di Wigner-Eckart

: TY(K) [ 57\ *
ﬁmmﬁ%JF>U%JJmMer%%mw- (5.70)

Usando le simmetrie Eq. (£.77) e Eq. (£79) dei coefficienti di Clebsch-Gordan si ha ora

<j/a ml|Tq(k) |.77 m> = (_1)

(J(k,j, ', m)|M(k,q,5,m)) = (=1)"=(J(j, k, ' ,m')| M (j,m, k,q)) =

o 25 +1 o . (5.71)
= (- (—l)kw\/WU(&J’,J,W)\M(/@—q,J’,m'»

che sostituito nella prima forma del teorema di Wigner-Eckart porta, per confronto con la seconda
forma, alla conclusione

GHIT®) = (DM GIEH D) (5.72)
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