Prodotto scalare (prodotto interno): A - B

A -B=AB cosf

Il risultato e uno scalare; |l
prodotto scalare € commutativo:

A-B=B-A

— Typeset by Foil TEX —



Prodotto vettoriale (prodotto esterno): A x B

Il risultato € un vettore
perpendicolare al piano che
contiene | vettori A e B. Il verso
cambia scambiando |'ordine dei
vettori:

Area del parallelogramma di AxB=-BxA
spigoli A, B:

A xB=ABsinfe
€1 €9 €3

A x B = Al A2 A3
B1 By DBs
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Triplo prodotto scalare: A -B x C

Il risultato (€ uno scalare) non
cambia scambiando i prodotti
scalare/vettoriale:

A-BxC=AxB-C

ed e invariante rispetto alla

permutazione ciclica dei vettori
Volume del parallelepipedo di

componenti:
spigoli A, B, C:
A-BxC=B-CxA=C-AxB
Ay Ay Aj
A-BxC= Bl B2 B3
Ci Cy C3
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Triplo prodotto vettoriale A x (B x C)

con.

n=—-—A-B

Ax(BxC)=(A-C)B—(A -B)C

Il risultato & un vettore nel piano
formato dai vettori B e C:

A x (B xC)=mB+nC
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Triplo prodotto vettoriale (cont.)

€ €9 €3
Ax(B x C) = Ay Aa As
(BQCg — B3C2) (BgCl — B;[C3) (Bng — BQCl)
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Coordinate

zk

r=(P—-0)=xe,+ye,+ ze,
=zi+yj+zk

r= e = Va2 +y? + 22

— Typeset by Foil TEX —
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Coordinate

gy-surface

q:-lil'lﬂ

gi-surface

P=P(z,y,2)
P=P (Q17 q2, Q3)
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curvilinee

’

q1 = q1 (CU,ya Z)

< qd2 = {42 (xaya Z)

L 43 = 43 (xaya Z)

( L =X <Q17 q2, Q3)

Yy = y(CJ1,CI2,C]3)

L &=z (Q17QQ7QS)

La coordinata curvilinea g; non ha
necessariamente la dimensione di

una lunghezza



Coordinate cilindriche

i MI., /,.'I_ ;
. r = 7rcosb
S Fixe
| y = rsinf
- -y z = z
P g2

g =r 0<r<oo
G =0 0<0<2n ro= \ax?+y?

qgs =z — X<z H — tan_l(y/x)
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Coordinate cilindriche: superfici coordinate

| e = costante: cilindro coassiale
all’asse Z:

e ) = costante: semi-piano del
fascio di asse Z;

r = constant Iz = constant

e z = costante: plano
perpendicolare all'asse Z;

## = constant
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Coordinate sferiche

xr = rsinfcosgo
y = rsinfsing
z = rcosf
ro= a2+ y?+ 22
H = cos ! ©
\/x2—|—y2—|—z2
g1 =1r 0<r<oo ¢ = cos! L

@2 =0 0<0<m7 V2 + 12

g3 =¢ 0<¢<2nm
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Coordinate sferiche: superfici coordinate

e r = costante: sfere concentri-
che con centro nell'origine;

# = constant

o-consany ® 0 = costante: semi-cono
circolare di asse Z;

F = constant

i e ¢ = costante: semi-piano del
fascio di asse Z.
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Funzioni di scalari e vettori

e Vettore funzione di uno scalare, per es. posizione di un punto
materiale in funzione del tempo:

r =r(t)
e Scalare funzione di uno vettore, per es. distribuzione di
temperatura in un solido:
T =T(r)

e Vettore funzione di un vettore, per es. moto rotatorio di corpo
rigido:
uUu=wxr
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Piu in generale, uno scalare o un vettore puo essere funzione di un
vettore (per es. posizione) e di uno scalare (per es. tempo):

u=u(rt)

Se A = A(t), riscrivendo il vettore in funzione delle componenti in
un sistema di riferimento fisso nello spazio, equivale a fornire le tre
funzioni:

Al = Al(t), A2 = Ag(t), Ag = Ag(t)
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Derivata di un vettore A = A(t)

A®)

e, versore tangente alla curva C.

Per esempio:

_dr ds

T odt dt

e, = Ve,
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lim A(t + At) — A(t)
At—0 At

. (Q—-P)
AI%IEO At
(Q — P) As

AT A A
ds .. (Q—P)
dt Al}srilo As

ds

dt
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Versori in un sist. di coordinate curvilinee

q(x.yz)=costante q u | n d | .
qu,yz):costante 8:[- 833 ay e —|_ 82 e
— = —€, P a_  Cz
0qm,  Oqm, O¢m * Oqm
e hmem m = ]., 2, 3
da cui:
9, A —
or _ lim r (g1 + Aqi, q2) r(q21>Q2) a9\ 2 y 2 9 \ 2
dq1  Agq—0 Aqy he =|=— ) +(=—) + (=
S
= —€e; = hlel
dqi

Ma: r=xe, +ye, + ze,,
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€n —

1 (8:1: dy 0z )
€, + —¢€, + €,

B \OQm ~ Oqm Om
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Esempio: versori in coordinate sferiche

% = rcostlcosge, +rcosfsinge,
—rsinfe, = hgey
da cui:
hog =1

ep = cosblcospe, + costsinge, —sinbe

analogamente si dimostra che:

’

x = rsinfcos ¢ h. =1

y = rsinfsin ¢

L\

h¢ = rsint

\ 2z =17cosb
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Distanza, aree, volumi in un sist. di rif.to curvilineo
ortogonale

Distanze Volumi

ds dr = ﬁdql + ﬁdq2 4+ @dquv = hl dq1 €1
aéh 8QQ 8(]3

= ey h1dq; + ex hadga + e3 h3 dgs

=€ dSl + eq dSQ + es3 d83

: (hz dgs €2 X hsdgs 92)
= hy ho h3 dq1 dgs dgs

ds® = ds-ds = (h1 dq1)°+(ho dg2)°+(hs dgs)°

Aree

dSs ez = hidgi e X hadga e
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Esempio: coordinate cilindriche

(&)

ds =dre, +rdfey+ dzes

dS,e, =rdleyg x dze, =rdbdze,
dSpeyg = dze, xdre, =drdzeg
dS,e, =dre, x rddeg =rdrdfe,

dV =dre, - (rdleg x dze,)
=drrdfdz
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Regole di derivazione per vettori funzione di uno
scalare

1. le derivate di ordine superiore di A(t) sono calcolate analogamente
al caso scalare;

2. se
dU B dA dB

Ult) = A1) +B(); ——=—+—

3. se

d(uA) dA Adu

u=u(t) e A =A(t); gy ZUE+ o
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4. se

d(A B dB  dA
A=A(t)eB=B() (dt ):A.dt+dt.B

(I'ordine non & importante; il prodotto scalare € commutativo)

d(A x B) dB dA
At axhB

(I'ordine & essenziale; il prodotto vettoriale NON & commutativo)
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d(A-BxC) dA IB dC
= = ~B><C—|—A-E><C—|—A-B><E
7.
d[Ax (BxC) dA iB dC
o = dtx(BxC)—FAx(ExC)—i—Ax(Bx%)

(occhio alle parentesil!l)
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Se A e costante in modulo, ma non in direzione, allora la derivata
di A e perpendicolare ad A.

Infatti, se |A| = A = costante:

dA? d(A-A) _dA
i Y dt dt

La derivata di un versore e perpendicolare al versore.
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Attenzione: | versori sono costanti in modulo, ma non in direzione!

Se: A(t) = Aje; (sommatoria sull’indice 7)

allora:

- a a4y

In un sistema di riferimento cartesiano i versori sono costanti:

dei
dt

=0 1=2,9,2
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Esempio: velocita in un sist. di coord. cilindriche

dR d
V — dt = dt (Ter —|_ Zez>
_dr N de, N dz
1. oda T ae A
| B dre N d@e N dze
R TR P TG
poicheé:
de, df
= ey ds = rdf

R=(P—-0)=re,+ ze,
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Derivate dei versori (coordinate cilindriche)

Vogliamo calcolare (i = 7,6, 2):

/
de; =e,—e; = dPxe; = dbe,xe;

— Typeset by Foil TEX —

de,
deg
de.,

— dfe, x e, = dbey
— dfe, x eg = —dbe,

— dbe, xe, =0

riassumendo:

e./00 = ey
eyg/00 = —e,
= 0
= 0
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Derivate dei versori (coordinate cilindriche)

In alternativa, scrivendo le componenti di versori e, eg, e, nel sist.
di riferimento cartesiano e derivando rispetto a 6, si ottiene:

e, = cosbe,; + sinbe, aaegr — _sinfe, + cosfe, = e;
ep = —sinfe, + cosbe, ey
e, — e, W — _COS(gew—Sineey = —e,
Oe,
= 0
00

Le derivate rispetto a (7, z) sono
nulle.

— Typeset by Foil TEX — 26



Derivate dei versori (coordinate sferiche)

In coordinate sferiche:

d® = doe + dbe,

de, = dbes+ dpsinbey
deg = —dbe, + dgcosbegy
dey, = —d¢sinbe, —d¢cosley

Vogliamo calcolare (i = 7,8, ¢):

/
de;=e, —e; =dP X g
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Derivata di uno scalare funzione di un vettore

(gradiente)

d

op + PQY

0
PQ”

PS cosa—
00

n— -ds

on
grado - ds

= ¢s

olo)
on

¢ = ¢(r)

d¢

grad¢ - e

ds = dse=(S|Q]—P)

— Typeset by Foil TEX —
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Superfici di livello (gradiente)

e per qualsiasi spostamento ds nel

piano della iso-superficie. In altri

termini, qualunque sia il versore e
che giaccia nel piano:

/ = constant surface
0 grad ¢ -e =0

Fic. 2.6 Level surface.

ovvero il gradiente di una
funzione scalare & perpendicolare,

Se S & una superficie di livello per in ogni punto, alle superfici di

la funzione scalare ¢: livello della funzione ¢.
d¢
70
ds
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Gradiente in coordinate cartesiane

grad ¢ ds
w0 S 06, 06, 0,
= dp = —d d
%i)?‘g—f ¢ Ox x+8y y+8z
(09 ¢ 0
0 Y - (%e"’*a vt 5.° )
p (drey,+dye, +dze,)
Fic 2 5 Gradient. _ rad . dS
6 = o) =y, Eraae
ds = dre,+dye,+dze, =dse
Y %:grad¢-e
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Gradiente in coordinate curvilinee

grad ¢ ds

Ko

Fic 2.5 Gradient

¢ — ¢ (I') — ¢(Q17 q2, Q3)

ds =) .ds;e; ds;=h;dg;

— Typeset by Foil TEX —

dg

[0 90 [0
——dqgy + —dg, + ——d
0(]1 qd1 0(]2 q2 8(]3 q3
1 9o

L9,
" ha 0g2 2t

1 O¢ 1 O¢
(h—la—qfl T 1200:% " D505
(dsy e, + dsyes + dsges)

grad ¢ - ds

10
hz 0gs3
1 06

d:
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Derivata di un vettore funzione di un vettore

A = A(I‘) = A1e1 —|—A262—|—A363
derivando si ottiene:
dA = {(dAl)el —+ (dAQ)eg —+ (dA3)63}+{A1(d82) —+ Ag(deg) -+ Ag(deg)}

abbiamo gia visto che: dA; = ds - gradA; inoltre si pud mostrare
che:

{Al(deg) + Ag(deg) + Ag(deg)} = (dS . Xl) e1—|—(ds . Xg) eg—l—(dS . X3) €3

in cui i vettori x; dipendono da A; e de; (tra gli esercizi).
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Derivata di uno vettore funzione di un vettore
(cont.)

Introducendo la notazione: W, = gradA; + x; si puo scrivere:

dA = {(dAl)el -+ (dAQ)eg + (dAg)eg} + {Al(deg) -+ Ag(deg) + Ag(deg)
= |ds-(gradA; + x1)]e; + |[ds - (gradAs + x5)] ex + [ds - (grad Az + 3
= (ds-Wi)e;+ (ds-Wy)es + (ds- W3)es

ovvero, posto ds = eds:

dA
- =(e-Wijer+(e-Wy)ez + (e Ws)es

% dipende da nove numeri: dal tensore VA
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L’operatore differenziale V Del (o Nabla)

grad ¢ = (eli%+ezi%+ ! éM) =V ¢

e -
h10q hoOgs " hsdgs
da cui
V = eiiJreiiJreii COoOr. curv
"ha Oq1 * ho g2 “hy 0gs3 ' '

1, 10 g
or r 06 0z

0 10 1 0
r sin 6 0¢

) coor. cilindriche

) coor. sferiche

— Typeset by Foil TEX —
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Divergenza e rotore di un campo vettoriale

V- A 1 0 1 0 1 0 :
V% A <e1 I 00, + ezh2 05 + e3h3 6q3) v (e1 A1 + e2As + e3As)

Attenzione! Nell'effettuare i prodotti bisogna applicare |'operatore
di derivazione anche ai versori.

In coordinate cartesiane:

divA=v.A =2 04y 04

Ox oy 0z
e, €, €,
rotA=VxA=|90, 0, 09,
A, A, A,
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Esempio: divergenza in coord. cilindriche

VA= (m%% + 62%2(%2 + 83%3(%3) - (€141 + €245 + e3As3)
=e; - (er% + AT%? - ee% - Ae% - eféz - Az%iz)
+ ee% : (eragér + AT%GZ + eg% + AQ% + ez({?;;z + A;j;;)
te, (ez% + A%i"“ - ee% - Ae% - ezaéiz - Azaae;)

! [% (rA,)+ % (Ag) + % (7 Az)]

r
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Divergenza in coordinate curvilinee ortogonali

1 0 1, 0
V. A — hohy A1) + —— (hg hy A +—hhA]
e laql( o hs Ar) 8q2( s h1 As) 8q3( 1 ho As)
1|0 0 0
1 o, 0, . 0
- [ o) G aneng Zoa

La divergenza di un vettore € uno scalare
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Rotore in coordinate curvilinee ortogonali

V x A

Si puo mostrare che:

1 hiei hoes
 hahah h?ﬁl hfi
B h21h3 _5(?12 (hs 4s) = 6%3
i h31h1 _59(?13 () _aiql
" h11h2 _a(zl (h””—aiqz

hses
Oy
hs As

(hg Ag) €1

(h3 A3) €2

(hl Al) €3

Il rotore di un vettore e un vettore

— Typeset by Foil TEX —
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Rotore in coordinate cilindriche e sferiche

rotA =V X A =

— Typeset by Foil TEX —

Coordinate cilindriche

1 €, T €p
rotA=V XA=—-|0. 0
"I A, rA

Coordinate sferiche

1 €, T €p
2 ¢in O ar 6.9
< S1n Ar . AQ

r sinf ey
0,
T Sin 9 A¢
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Integrali di linea

ds = ds e, e versore tangente
alla curva C.

— Typeset by Foil TEX —

¢ (r)ds vettore
A (r)-ds scalare

A (r) x ds vettore

Circolazione:

jl{A-ds
C
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Integrali di

Fic. 3.3 Surface integral.

dS = dS n: n versore normale
alla superficie S

— Typeset by Foil TEX —

superficie

// »dS vettore

S

// A - dS scalare
S

/ A x dS vettore
S
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Integrali estesi ad una superficie chiusa

# o dS vettore

S
A -dS scalare*
S

FiG. 3.4 Integral over a closed surface.
ﬂ A x dS vettore
)

dS = dS n: n versore normale
alla superficie S

S

*) Flusso netto del vettore A
attraverso la superficie chiusa S.
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Integrali di volume

/// ¢ (r) dV scalare

R

/ / / A (r)d)V vettore
R

S

FiG. 3.4 Integral over a closed surface.
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Il gradiente come limite di un integrale di superficie

Vogliamo dimostrare che:

dato un punto P in campo scalare
¢ (r), un volume infinitesimo At
che circonda il punto P,
racchiuso dalla superficie AS:

, 1
gradgb = ALI_IEO A—T s ¢ ndS
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Il gradiente come limite di un integrale di superficie

e calcoliamo U - e.

ﬁis¢(n°e)d5:/\/va”¢(n°e)ds
+//Face1¢(n.e)ds
+//Face2¢(n.e)ds

Chiamiamo :

, 1
U= fim - ff onds
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/ » (n-e)dS =0 nle
wall

sulla sup. laterale

// » (n-e)dS=—¢(P)Ac n — —e sulla faccia l
Face 1

//Face 2¢ (n-e)dS = <¢(P)—I-

— Typeset by Foil TEX —

d ¢

ds

As + OASQ) Ao n=e
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, 1
U-e—AlirEOA—Tﬁ{ASgbn-edS

L 1 d ¢ 2
— %1?28 Ao A (ds As + OAs ) Ao

d
:—¢:grad¢-e
ds

Poiche 1l versore e e stato scelto arbitrariamente:

, 1
U = AIHEOA—T AqumalS = grad ¢
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La divergenza come limite di un integrale di flusso

— Typeset by Foil TEX —

Dato un punto P in campo
vettoriale A (r), un volume
infinitesimo AT che circonda il
punto P, racchiuso dalla
superficie AS"

divA = lim L A - ndS.
AT—0 A’T AS
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Il rotore quale limite di un integrale di superficie

Dato un punto P in campo
vettoriale A (r), un volume
infinitesimo AT che circonda il
punto P, racchiuso dalla
superficie AS"

rotA = lim i# n x AdS.
AT—0 AT AS
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Riepilogo........

i

¢
A
X A

)

li !
AHEO AT

¢
A.
A

.

nds.
X
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La circolazione quale componente del rotore

— Typeset by Foil TEX —

Dato un punto P in campo
vettoriale A (r), un circuito
infinitesimo C,. che circonda il
punto P, indicato con e il versore
normale alla superficie racchiusa
dal circuito:

e -rotA = lim %A e.ds.
Aoc—0 AO’
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La circolazione quale componente del rotore

face 2 e

1
e-rotA = lim —ﬁ{ (e-nx A)dS
AT—0 AT AS

1
_AIJ_IEOA—Tﬁ{AS(A°eXH>dS

AT = Ao Ah

ﬂ ..dS = / (A-exn)dS
AS wall
// (A-exn)dS
face 1

—I—// (A-exn)dS
face 2
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La circolazione quale componente del rotore (cont.)

face 2

— Typeset by Foil TEX —

/é[AS...dsszvva”(A.exn)ds
L ()

€s

Poniamo:

F(h) = 74 (A-e,) ds = f(0)+£'(0) ht
C(h)
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Integrando:

- > Ah?
/ [j{ (A-e) ds] dh = f(h)dh = f(0) Ah+f(0) ==+,
0 C(h) 0

1
e- rOtA_ﬁl%IEOAO'Ah# (e-nx A)dS

_ 1 . AR?
= i, 5 HOINESIOE .
— I;IEOA—O_f A eSdS

e -rotA = lim —7{ A - eds.
Aoc—0 AT
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Teorema della divergenza (o di Gauss-Ostrogradskj)

ﬁ[S(A-n) dS:///RV-AdV

scegliendo: A = ¢ (r) c, con c vettore costante e c # 0, si ottiene:
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fowss— o
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Il teorema di Stokes

Dato un circuito C ed una
qualsiasi superficie S che ad esso

S| appoggi:

%A-ds:// VXxXA) ndS
C S

Ne consegue che:
Il rotore € un campo solenoidale.

VXA n=0
S

qualunque sia la sup. chiusa S.
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@[ﬁ

Sviluppando il campo A in serie

— Typeset by Foil TEX —

di Taylor rispetto ad O:

1
(A)AB:A—§(CQ.V)A+OC2

DC—A—‘,— (CQ V)A+OC

1
Jap = A — 2((:1 V)A +0O¢”

1
(A)BC:A+§(01-V)A+002

Cc1 € cy sono vettori di modulo
infinitesimo.
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Riepilogo: | teoremi della divergenza e di Stokes

@(A.)nds (/[ v ( A )dv s

jl{Aods:/ (Vx A) -ndS Stokes
C S
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Campi conservativi (irrotazionali) e potenziale

in un dominio €2, allora si dice che A & un campo vettoriale

scalare
Se
A = grado

conservativo in €2 e la funzione ¢ e detta potenziale scalare di A in

— Typeset by Foil TEX —

Q.

60



Campi irrotazionali e potenziale scalare (cont.)

curl A

AS
ds

Si consideri il campo vettoriale A = grad¢ e si applichi:

ndS - rot (gradg) = 7{ grado - ds = 7{ dp =0

n n
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Poiche |a direzione n e arbitraria, ne consegue che:

rot (gradp) =V x Vo =0

Se il rotore di un campo vettoriale A & nullo in una certa regione ()
dello spazio, il campo si definisce irrotazionale in €2.

Ogni campo vettoriale conservativo & irrotazionale.

Viceversa, se in 2 il campo A ¢ irrotazionale, esso puo essere
espresso come il gradiente di un potenziale scalare, A = V¢ se |l
dominio €2 soddisfa certe condizioni topologiche, ovvero se il
dominio & a connessione semplice.
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Alcune nozioni di topologia

Una regione dello spazio si definisce | connessa | se due punti
qualsiasi appartenenti alla regione possono essere collegati mediante
una curva (o percorso) senza che questa attraversi la frontiera della

regione.

(a) Regione NON connessa. (b) Regione connessa.
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Percorsi riconciliabili ed irriconciliabili

Prese due curve qualunque C; e Cy che colleghino i punti P e @,
queste si definiscono (ir)riconciliabili se (non) possono essere
portate a coincidere senza mai abbandonare la regione.

Q
(c) Corpo chiuso: tutti i percorsi sono (d) Cilindroide indefinito: i percorsi C1 e Co
riconciliabili. sono riconciliabili; i percorsi C1 e C3 sono

irriconciliabili.
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Circuiti riducibili ed irriducibili

Un circuto C si definisce riducibile/irriducibile se esso puo (non pud)
essere ridotto ad un punto senza mai abbandonare la regione.

(e) Corpo chiuso: tutti i circuiti sono (f) Cilindroide indefinito: i circuiti Co e C4
riducibili. sono riducibili; C1 e C3 sono irriducibili.
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Condizioni necessarie per la conservativita

Le tre proposizioni seguenti sono equivalenti:

e |l campo A & conservativo in €2, ovvero A = grado.

Fc = %A -ds = 0
C
per ogni curva chiusa C contenuta in (.

e Dati due punti P e () appartenenti a 2, l'integrale

Q
/ A-ds=0
P

assume lo stesso valore per tutte le curve che uniscono P a ().
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Campi irrotazionali e circolazione

A = grado

Fc:jl{Aods:%grad¢-ds
C C

Q
= lim d
Q—P P ¢

= lim (¢(Q) — ¢(P))

Q—P

La circolazione I' e nulla se la
funzione ¢ e ad un sol valore.

Q P

/
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Campi irrotazionali in regioni semplicemente

conunesse
A = grado
P P
; F:/.Q A-ds—/.Q A - ds
vViacC, ViacCsy

¢,
://rotA-ndS:O

6(P) = 0(Q)¢, = [6(P) — 6(Q)]c,

Il potenziale ¢ & una funzione ad
un sol valore in una regione

semplicemente connessa.
O
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Campi irrotazionali in regioni doppiamente connesse

In una regione dello spazio doppiamente connessa la circolazione di
un vettore irrotazionale intorno ad un circuito riducibile (C1) € nulla.

I'c, = A-ds:// rotA -ndS =0
Cq o1
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Campi irrotazionali in regioni doppiamente connesse

In una regione dello spazio doppiamente connessa la circolazione di
un vettore irrotazionale intorno ad un circuito irriducibile (C3) NON
e, in generale, nulla (NON & possibile applicare il Th. di Stokes).

= A -ds =7
C1

I'c

1
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Campi irrotazionali in regioni doppiamente connesse

In una regione dello spazio doppiamente connessa la circolazione di
un vettore irrotazionale intorno a due qualsiasi circuiti irriducibili
assume lo stesso valore (in generale # 0).

A - ds — A-ds://rotA-ndS:O —  I'c, =T¢,
Co Cs o
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Campi solenoidali e potenziale vettore

divA = lim i A -ndS.
AT—0 AT AS

Se A = rotv, poiche, per il Th. di Stokes: # rotv - ndS =0 ne

: : S :
consegue che la divergenza del rotore di un vettore & identicamente

nulla: | div(rotv) =V - (Vxv)=0

Se V- A(r) =0 in una regione € dello spazio, semplicemente
connessa rispetto alle superfici, € possibile rappresentare il campo
A (r) tramite il rotore di un altro campo B (r)

A=Vx(B+VyY+c)
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Campi solenoidali

J] anas= [[[ avaav (1)

Se il campo vettoriale A (r) = 0 € solenoidale in una regione 2,
ovvero divA = 0, in virtu del T. della divergenza, Eq. (1):

#A-ndS:O S Cq)
S

In un campo vettoriale solenoidale il flusso del vettore attraverso
una qualsiasi superficie chiusa e nullo.
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Campi solenoidali

2 =51US U8,

o= [ Amas= [[ (ras
[ wase [ as

ffsw = () poiche A | n sulla la
superficie .S,.

Tubo di flusso In un campo solenoidale il flusso
del campo vettoriale é costante in
ciascuna sezione di un tubo di

Se A e un campo solenoidale e flusso
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Vu in coord. cilindriche

€
Vu = (e,,n&,n -+ 7989) (eru,,n -+ GQUQ)

— €., (e,u,) + €., (egug) + %ae (e,u,) + %a@ (equ)

— [f?eru Lo Qur 908, egaue]
“lor T " or or or

v 2 lﬁeru +e iy %ug +e 8u9]
r |00 " " 00 00 06

— e [e Oy +e05U0] 4 %0 [egu +e Ouy — e, Uy +e03U0]
1T o or " " 00 " 06

B auree—l—aueee—l— 10u, g e 4 ur_i_lf?ue ore
— gr T g Y r 00 r o= r oo
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Velocita di deformazione lineare

B’ dudt

(u+du) dt

traiettoriadi B LB (t) — UA(t) +dx-Vu+0 dﬂ?2
ax —u+dx- (Q+E)+O0dz?

1
=u+§w><dx+dx-E+Od:I;2

traiettoriadi A

dx' =dx + (dx - E) dt

1
+ (§w X dx) dt + O dz? dt
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Velocita di deformazione angolare

dx . gradu dt

dx
dX .gradu dt

0 dX
1

dx’ = dx+ (dx-E) dt—l—(;uxdx) dt + O dz? dt
1

dX’' = dX+ (dX-E) dt+(§w><dX) dt + O dz* dt

— Typeset by Foil TEX — 77



