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INTRODUZIONE

Il sistemaElo è un sistemadi classificazioneelaboratodal
Prof. Arpad Elo, fisico americanodi origine ungherese.La
scaladeivalori vada0 puntiacirca3000.Il più fortegiocatore
del mondo, Garry Kasparov, ha 2851 punti; un maestro
nazionalèe intornoai 2200;unaprimanazionalèe circa1700;
e cos̀i via.

Il funzionamento,almeno in linea di principio, non è
complicato. Contrariamenteal sistemadi punteggio usatoper
le classifichedei tornei, in cui la vittoria vale1 punto,la patta
1/2 puntoe la sconfitta0 punti, ogni partitanon ha lo stesso
valore. Il numerodei punti che si perdonoo si guadagnano
dipendedalla forza dell’ avversario,o meglio dalla differenza
di forza tra il giocatoree il suoavversarioUna vittoria contro
un avversariopiù forte valepiù punti checontroun avversario
più debole,e naturalmenteperdendocontroun avversariopiù
debolesi perdonopiù punti cheperdendocontroun avversario
più forte.

Il numerodi punti chesi guadagnanoo si perdonoin una
partitasi basasulconfrontotra il risulatoottenutoe il ”risultato
atteso”,quellochecioè ci si aspettain basealla differenzatra
i punti del giocatoree quelli dell’ avversario. Se il risulato è
migliore di quello atteso,allora il giocatoreguadagnapunti,
mentreseil risultatoè peggioreperdepunti. Il risultatoatteso
vieneespressoin termini di punti percentuali(infatti si parladi
percentualeattesa).

LA RICETTA

Per illustrare il funzionamentodel sistemaElo facciamo
subitounesempiopratico.

Un giocatoreha Elo pari a 1600 punti. In un torneoa 5
turni vinceal primo turnocontroun giocatore,A, cheha1300
punti; al secondoturno vince ancoracontro B che ha 1650
punti;al terzoturnoperdecontroC cheha1600punti;al quarto
turno vince contro D che ha 1500 punti; al quinto ed ultimo
turnopattacontroE cheha1700punti. Il nostrogiocatoreha
realizzato3.5/5.Vediamooracomesi calcolala suavariazione
Elo. Secondola ricettadobbiamocalcolare,partitaperpartita,
le differenzetra l’ Elo delgiocatorein questionee gli aversari:� Primapartita:1600- 1300= 300� Secondapartita:1600- 1650= -50� Terzapartita:1600- 1600= 0� Quartapartita:1600- 1500= 100� Quintapartita:1600- 1700= -100

Quandola differenzàe positivavuol dire chel’ avversarioè
(almenosullacarta)più debole,quandòe negativavuo direche
l’ avversarioè più forte e quandoè nulla vuol dire chela forza
è pari.

A questopunto dobbiamousareuna appositatabella, la
tabella delle percentualiattesein funzione della differenza
punti. Prendiamola prima partita: una differenzadi 300
punti corrispondead una percentualeattesa dell’ 85% a
favore del più forte (15% nel caso in cui la differenzasia
negativa). Il significato della percentualeattesaè intuitivo:
alla lunga, contro avversari che hanno300 punti Elo meno
di noi, ci si aspettadi realizzarel’ 85% dei punti partita. In
una singolapartita la percentualeattesae il numerodi punti
attesi coincidono,quindi scriviamo 0.85, anchese sappiamo
che in praticapossiamorealizzare1 (vittoria), 0.5 (patta)o 0
(sconfitta).

Eccoquindi le percentualiatteseperognipartita:� Primapartita:0.85� Secondapartita:0.43� Terzapartita:0.50� Quartapartita:0.64� Quintapartita:0.36

Il passosuccessivo è quello di passaredalle percentuali
atteseai punti attesi.Questosi ottienesemplicementefacendo
la somma:i punti attesisono0.85+ 0.43+ 0.50+ 0.64+ 0.36
= 2.78,chevienearrotondatoa2.8. I punti realizzatiin pratica,
3.5, sonosuperioriai punti attesi,e ciò di dice cheil risultato
del torneoè statobuonoe chequindi il giocatorein questione
dovrebbeguadagnarepunti.

A questopunto si fa l’ aggiornamentovero e proprio del
punteggio Elo. Si prendela differenzatra punti fatti e punti
attesi:3.5 - 2.8 = 0.7. Questadifferenza,chein questocasoè
positiva,vienemoltiplicataperunaquantit̀a, il ”f attoreK”, che
per le categorieal di sottodi quellemagistrali,è ugualea 30:�������	�
������

. Questàe la variazioneElo: il nuovo Elo sar̀a
quindi1600+ 21= 1621.

Poich́e l’ aggiornamentodell’ Elo vienefatto in Italia ogni
sei mesi, questocalcolo viene ripetuto per le partite di ogni
torneodel semestre,e la variazionetotalesar̀a la sommadelle
variazionidovuteadogni singolotorneo.

Questòe, in breve il funzionamentopraticodelsistemaElo.
Nel seguito di questoarticolo cercheremodi chiarireda dove
vengonole tabelledellepercentualiattese,il fattoreK, e tutto il
resto.



M INI-INTRODUZIONE AL SISTEMA ELO

Il sistemaElo si proponedi valutare numericamentela
”forza” deigiocatori.Qui vediamosemplicementedi daredelle
semplicigiustificazioniteorichealle tabellee alle formuleche
si usanodi solito,senzatroppoperdercineidettaglidellateoria
(per chi vuole approfondirec’è comunqueuna bibliografia
piuttosto vasta). I ragionamentiche seguiremo non sono
necessariamentequelli seguiti a suo tempoda Arpad Elo, ma
vengonopropostisemplicementea scopodidattico.

Un mododirettoper quantificarela forza è quello di usare
la probabilit̀a di vittoria (eventualmentestimata mediantei
risultati), che in pratica è la percentualeattesache abbiamo
introdottoprecedentemente.Dire, peresempio,cheil giocatore
A è più forte del giocatoreB, significa che la probabilit̀a di
vittoria di A controB èmaggioredel50%.

Inoltre, se per esempiodue giocatori giocanotra di loro
un match di 10 partite col risultato di 8-2 in favore di uno
dei due, possiamodareuna valutazioneapprossimativa della
probabilit̀a di vittoria del più forte, cherisulterebbedell’ 80%.
Analogamentequelladelpiù debolesarebbedel20%.

Nella discussioneche segue tralasceremola possibilit̀a
della partita pattaper semplicit̀a. L’ introduzionedella patta
complicamolto le cose,in manieratale chedal puntodi vista
teorico la questioneè ancoraaperta. Da un punto di vista
pratico ció è poco importanteperchée quello che interessa
è il risultato atteso, non la probabilit̀a di ottenereun dato
risultato. La partitapattapuò essereinseritanella discussione
considerandolacome ”metà vittoria e met̀a sconfitta”. Due
patte, cioè, equivalgono a tutti gli effetti, ad una vittoria e
una sconfitta. In una singolapartita che finisce pattasi può
”interpolare” tra vittoria e sconfitta. Vedremoper esempio
nell’ analisi del sistemaGlicko che la probabilit̀a di patta,
datala probabilit̀a di vittoria � , può essereconsideratacome� ��� ��� ��� .

Intuitivamente possiamo ritenere valida la propriet̀a
transitiva delle probabilit̀a di vittoria: seA è più forte di B, e
B è più forte di C, ci asettiamoche ancheA sia più forte di
C. Inoltre, se la probabilit̀a di vittoria del giocatoreA contro
il giocatoreC è 75%, mentrequelladel giocatoreB contro il
giocatoreC è del 60%,alloraci aspettiamocheA siapiù forte
di B.

Se per̀o vogliamo conoscereesattamentela probabilit̀a di
vittoria di A controB, nonabbiamonessunaregolacheci dice
comevannocombinatele varieprobabilit̀a.

Un altro problemaè che la probabilit̀a di vittoria ha una
scaladi valori molto scomodada usare,in quantopresenta
”appiattimenti” al 100% e a 0. Per esempio,un Grande
Maestroe un giocatoredi

���
categorianazionalehannotutti e

dueprobabilit̀adi vittoria praticamentedel100%rispettoadun
principiante,mala loro forzarelativa è tutt’ altrochesimile.

C’è da dire che esisteun sistema,il sistemaIngo, in cui
le differenzetra i punteggi dannodirettamentele probabilit̀a
di vittoria (a menodel 50%). Se ad esempiodue giocatori
hannorispettivamente100 e 120 punti Ingo, vuol dire che la

probabilit̀adi vittoria è50+(120-100)= 70%afavoredelprimo
(nel sistemaIngo più il punteggio è basso,più un giocatoreè
forte).

Quindi occorronodue cose: un cambiamentodi scalae
un meccanismoper combinarele probabilit̀a. Cambiarescala
significametterein relazionela probabilit̀a di vittoria con un
rating cheda’ unamisurala forza. Inoltre facciamol’ ipotesi
che la probabilit̀a di vittoria di un giocatorecontro un altro
dipendaesclusivamentedalla differenzadei loro ratings. Nel
casodi duegiocatoriA eB:� probabilit̀adi vittoria perA: ��� ��� ��� �! �� probabilit̀adi vittoriaperB: ��" �$# ��� �% � �&���'� �(� �% �

dove � e
 

sonoi ratings,e
�

e
#

duefunzioni.

Le funzioni
�

e
#

devono avere certecaratteristiche,per
esempio,

�	)�#*�+�
; e
# �(� �, � �-� �  %� ��� . Inoltre, per� �. , � � � � " �.�/��0 , mentreper � �1 tendentea 2'3 � deve

tenderea 1 o a 0 (analogamente
#

deve tenderea 0 o a 1). Di
funzioniconquestepropriet̀aneesistonounainfinità.

Perarrivarealla relazionetra probabilit̀adi vittoria e rating,
vediamoin dettaglioil meccanismodi unasingolapartita. Il
risultatodi unasingolapartitaè di carattereprobabilistico.Se
ungiocatoreA èpiù fortedi ungiocatoreB, alle lunghevincer̀a
unafrazionedi partitecontroB datadallaprobabilit̀adi vittoria.
In ogni singola partita, per̀o, ancheB può vincere. Questo
significacheleabilitàdeiduegiocatori,� e

 
, nonsonocostanti,

mavarianodapartitaapartita.Sein unapartitasi hache �54  ,
alloravinceA. Seinvece��6  , alloravinceB. SeA èpiù forte
di B, allorail valoremediodi � sar̀amaggioredlevaloremedio
di
 

e ciò si rifletter̀a sul risultato. Quindi, in unapartita,non
è tantol’ abilità mediadi un giocatorecheconta,ma l’ abilità
”nascosta”,quellachevieneeffettivamenteusatanellapartitae
chefluttuain modocasualeattornoalla media. È ovvio chele
fluttuazionidell’ abilità lontanedal valor medio(cioè il rating
del giocatore)sonopocoprobabili, mentrequellevicine sono
più probabili. Quindi, seun giocatoreè molto più forte di un
altro, la probabilit̀acheperdaè comunquemoltopiccola.

ArpadElo ipotizzò chel’ abilità di ungiocatoreseguisseun
andamentogaussiano(modello di Thurstone-Mosteller),con
mediaugualeal suo rating e una deviazionestandarduguale
a 200 circa e costanteper tutti. Quindi, se un giocatoreè
classificatoa 1700punti Elo, significache in mediagiocher̀a
con un’abilità corrispondentea 1700, ma partita per partita
questovalorecambier̀a. Unavolta giocher̀acomeun1650,un’
altravolta comeun 1710,e cos̀i via. La distribuzionedi questi
valori nellevariepartiteè gaussiana,concentroa 1700.

Il fattochela deviazionestandardsiastataipotizzatauguale
per tutti è unacrudaapprossimazione.In realt̀a ogni giocatore
dovrebbe avere la sua deviazione standard: certi giocatori
hannoun rendimentopiù uniformee giocanoquasisempreal
loro livello; altri invecehannorendimentipiù incostanti. Per
un giocatoreda 1800 Elo perderecontro uno da 2200 e poi
vincerecontro uno da 1400 non è la stessacosache vincere
controunoda2200epoi perderecontrounoda1400.In media



exp(-0.5*(x-1700.)**2/200.**2)
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Figure1: Duegaussianecentratea1700ea1560

è la stessacosa,maperla deviazionestandard̀e molto diverso.
La giustificazionea questaipotesi, della deviazionestandard
ugualepertutti, è esclusivamentenumerica,e nondi principio:
anche ipotizzando deviazioni standarddiverse tra di loro,
anchedi un fattoredue,si può vederecheil risultatofinale(la
probabilit̀a di vittoria) cambiadi poco,al massimodi qualche
%, raggiungeil 6% in casodi fattore3. Inoltre il risultato
dipendedallasommadelleduevarianze,percui è lo stessoche
prenderedue distribuzioni con la stessavarianza,ugualealla
mediadelleduevarianze.

Una volta stabilita la distribuzionedell’ abilità ”nascosta”,
è possibile calcolarela probabilit̀a di vittoria dati i ratings
dei due giocatori. Esempio: due giocatori, uno con 1560
punti, l’ altro con 1700. Il gioco possibiledel primo sar̀a
rappresentatoda unagaussianacentrataa 1560,mentreper l’
altro la gaussianasar̀a centrataa 1700(fig. 1). Percalcolarela
probabilit̀adi vittoria del giocatorecon1700punti si prendela
distribuzionedella differenzadelle dueabilità (che,per inciso
è ancoraunagaussiana,conmediaugualealla differenzadelle
dueabilità e varianzaugualealla sommadelle varianzedelle
singoledistribuzioni,fig 2).

La frazionedei casi in cui tale differenzaè positiva è l’
integrale della gaussianarisultante su tutti i valori positivi.
Quindi:
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Figure2: Gaussianacentrataa140(=1700-1560)

Questaè la relazione tra la probabilit̀a di vittoria e la
differenzatra i punteggi. Poich́e si parlasempredi differenza
tra i punteggi, per definire la scala dobbiamoprendereun
puntodi riferimento,per esempioil punteggio di un giocatore
medioe riferirsi semprea lui. La costante

>
invecestabilisce

i rapporti di forza tra due giocatori datala loro differenzadi
punteggio. È ovvio che anchein questocasosi tratta di un
parametrochevienesceltoarbitrariamente.Sescegliessimoun
altrovalore,peresempiougualeal doppio,la scaladeipunteggi
Elo risulterebbe”espansa”di un fattore due: la differenza
tra i punteggi di due giocatori dovrebbeesseredoppia per
corrisponderealle stesseprobabilit̀a di vittoria. Il valore200
cheabbiamoutilizzato è la differenzadi punti tra i limiti delle
variecategorienegli StatiUniti. Le categoriesonoinfatti cos̀i
definite: Master2200+,Expert2000-2199,cat. A 1800-1999,
cat. B 1600-1799,e cos̀i via fino alla E. Il Mastercorrisponde
grossomodoai nostri Maestri nazionali, l’ Expert ai nostri
Candidati Maestri, la categoria A alla nostra

�d�
categoria

nazionale... ma il paragonenonè cos̀i evidente,ancheperch́e
in Italia le categorienonsonouniformementespaziate.

La formula per le percentualiatteseche viene usatanella
praticanon è quella riportatasopra. La FIDE e la FSI usano
delle tabelleprecalcolate;altre federazioniusanola seguente
funzione(funzionelogistica):� � � �����e G Pfhgig�j )a�
che è molto simile numericamenteall’ integrale di una
gaussianaconmedia0 e

>�� ��k �b�mlonqpbr��s� �utv� <wl ; � � `.b�b� ; 
(infatti l’ integrale tra

� 3 e
>

per tale gaussianavale circa
0.84,cheècircaugualeal valoredi � � quando

T �.=�
� ; 
).

Questaformulaci diceperesempiochesela differenzapunti
è 400, ci si aspettaun risultatodi 10-1 a favore del più forte
(probabilit̀a=10/11).



Questa formula risulta dall’ uso, anzich́e del modello
gaussianousato da Elo, di un altro modello, detto di
Bradley-Terry. Secondoquestomodello, dati i giocatori A e
B, le abilità dei quali sonodaterispettivamentexy� e x�" , le
probabilit̀adi vittoria sonorispettivamente:��� � x��x � ) x "� " � x�"x�� ) x�"
cioè le probabilit̀adi vittoria sonoproporzionalialleabilità:� ���" �zx �x�"

Ciò è semplice e intuitivo, ma pone un problema: la
probabilit̀a è funzionenondelladifferenzatra i ratingsmadel
loro rapporto.Infatti tuttee duedipendonoda \ � x � l x " :�{� � \�[) \�{" � ��[) \
Quindi ci vuoleun altro cambiamentodi ”scala”, qualcosache
trasformiun rapportoin unadifferenza.Non è difficile: x�� ��s�|�O}�~

, xy" �*�s�|�h}�~ , dove � e
 

sonoi ratingsnellanuovascalae� è unacostantecheci permettedi aggiustarei rapportidi forza
tra i duegiocatori.Sostituendo,si ottienela funzionelogistica,
con � � k �
� .

Le ipotesi di partenzadel modello di Bradley-Terry sono
quindi molto semplici. Il modello di Bradley-Terry fornisce
le regole per comporrele probabilit̀a di vittoria dei giocatori.
Se prendiamotre giocatori, A, B, e C in ordine decrescente
di abilità, che chiamiamo rispettivamente � ,  , � , date la
probabilit̀a di vittoria di B contro C, ��" , e la probabilit̀a di
vittoria di A contro C, � � , si pu‘øcalcolarela probabilit̀a
di vittoria di A contro B. Infatti, poich́e � � � � � ��� � ��� e� " � � " �  5� ��� , invertendotali relazioni e prendendola
differenzasi può calcolare� �� in funzionedi � � edi � " , eda� �$ si può calcolarela probabilit̀a di vittoria di A controB.
Essarisulta � � � ��� � " ����y� ��� �{"[� ) ��"�� ��� �{���

Il modello di Bradley-Terry può esserericavato anche
secondoun procedimentosimile a quello usatoper il modello
gaussiano, partendo cioè dalle distribuzioni delle abilità
”nascoste” dei singoli giocatori. In questo caso per̀o la
distribuzionedell’ abilità non è esattamentegaussiana,ma è
talechela funzionedi distribuzionecumulativaè la seguente:� �y� V � � F V �w� � F G e�� G�� ��� e��u� j�j �
La funzionedi distribuzione,cheneè la derivata,è addirittura
leggermenteasimmetricaversodestra(favoriscecioèvalori più
alti).

La funzione di distribuzione cumulativa della differenza
della abilità di A e B,

V � V � � V " , è datadalla funzione
logistica: � �K"�� V � � ��[) F G eq� G e � ��� e�� � j G�� ��� e��u� j�j�j

Il risultatoperla probabilit̀adi vittoria è� \ � V � � V "$4 � � ����� � �K"�� � � ���� ��[) F e � ��� e��u� j G�� ��� e�� � j�j �x��x � ) x "
Da un puntodi vista numerico,comunque,la differenzatra i
duemodelli è trascurabile.

Percompletezza,diamoun’ altraversionedellaformulaper
la percentualeattesa,unaformulaapprossimatae linearizzataa
tratti, quindi molto maneggevole. Indichiamocon � ����� l’ Elo
dell’ avversario,e poniamoT � � � � �����
se
���|0=� 6Z� � � ����� 6 �|0=� ,T �a�|0=�

se � � � ����� 4 �|0=� , T �&���
0b�
se � � � ����� 6 ���|0=� . Si haalloraperla percentualeattesa:� � �a��� 0�) T l=�b�
�
Questa funzione rappresentalo sviluppo in serie della
funzione logistica al primo ordine attorno a

T ���
, con l’

approssimazione
nqpbr � ��� � lb�`��

invece di 1.15 (la derivata
della funzionelogistica in

T �-�
è
nqpbr � �s� � l��s�b�
� ). È facile

vedereche la percentualeattesaè ”tagliata” inferiormenteal
6.25%e superiormenteal 93.75%.

La figura 3 rappresentagli andamentidelle 3 funzioni
che abbiamofinora visto che dannola probabilit̀a di vittoria
in funzionedella differenzatra i punteggi. La differenzatra
la gaussianae la logistica è raffigurata nella figura 4, e la
differenzatra la funzionelinearizzatae la logisticain figura5.

Si vede quindi che la differenza tra la gaussianae la
logisticaè semprepiccolae raggiungel’ 1.1% attornoai 350
punti di differenza. Le cosevanno peggio per la funzione
linearizzata,per la qualela differenzaraggiungeancheil 4%
quandola differenzaè circa 350 punti. Oltre i 400 punti di
differenzala discrepanzadipendedal fattochela differnza

T
è

”tagliata” a 2 �
0b� .
PERFORMANCE RATING

Giunti a questo punto, siamo in grado di calcolare
la probabilit̀a di vittoria di un giocatore contro un altro
conoscendola differenzatra i loro punteggi. Utilizzandotale
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Figure 3: Andamentodelle funzioni cumulative gaussiana(linea
continua),logistica(lineatratteggiata)elinearizzata(line punteggiata).
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Figure4: Differenzatra la funzionecumulativa gaussianae logistica.

relazioneal contrario,possiamodareunavalutazionenumerica
dell’ abilitàdi ungiocatorein baseai suoirisultatieai punteggi
dei suoi avversari, utilizzando come stima della percentuale
attesala percentualerealizzata.

Facciamo ancora un esempiopratico. Il giocatore A,
con rating sconosciuto,perdeun matchper 3.5-6.5contro il
giocatoreB, cheha1700punti. La forzarelativa tra A e B può
esserevalutatainvertendola formuladellapercentualeattesa:� �¡ �� k �b� ts¢[£ # � �{���� ��� �

fun1.for(x)-0.5*(1.+erf(x/400.))
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Figure 5: Differenza tra la funzione linearizzatae la funzione
cumulativa logistica.

dove �{� , normalmentela percentualeattesadi A, vieneposta
ugualea 3.5/10=0.35. Quindi il risultato corrispondead una
differenzapari a -108 punti. Questosignifica che A si è
comportatocome se avesseuna forza corrispondentead un
ratingdi 1700- 108= 1592.

Introduciamocos̀i unaltroconcetto,quellodi ”performance
rating” (PR): Il PR è il punteggio Elo corrispondentead una
percentualerealizzataugualeallapercentualeattesa.

Quandodi un giocatore,in questocasoA, nonconosciamo
nulla, il PRè l’ unicomododi trarreinformazionidai risultati.
In praticasi trattadi stimarei ”punti attesi”ponendoliugualiai
”punti realizzati”.

Il casosi complicaleggermenteseneanchedi B conosciamo
l’Elo. A questopuntotuttocio chepossiamodire èchela stima
delladifferenzatra i punteggi di A e di B è 108. Persapernedi
più occorrefar giocareA e B controun terzogiocatore,C con
punteggionoto.

Una caratteristicapreoccupantedella definizione di PR
risulta evidente quando un giocatore vince tutte le partite
contro l’ avversario(o gli avversari). In tal casoil suo PR
risulterebbeinfinito (analogamente,se perdetutte le partite,
il suo PR risulta

� 3 ). Nella pratica,quindi, si fa un taglio,
chevarianelledifferentiorganizzazioni,machein generèe al
90%o al 95%.Questosignificachesela percentualerealizzata
superail 90%(o il 95%)vienepostaa questovalore.

Un’ altra osservazionesul PR riguardail fatto cheè molto
facile da calcolarenel casodi un solo avversarioo di molti
avversariconlo stessopunteggioElo. Seinveceabbiamoa che
fare con molti avversaricon punteggi diversi la cosadiventa
più complicata,in quantoad ogni avversariocorrispondeuna
diversapercentualeattesa.



Normalmentesi considera,comeapprossimazione�'¥ �*¦ � �����=§ ) k �
� ts¢¨£ # � �{���� � � �
con

¦ � �����=§ ugualeallamediadei punteggi Elo degli avversari.

Se si approssimala relazione tra percentualeattesa e
differenzatra i ratingsconla funzionelinearea tratti, si ha:�'¥ � � ����� ) k �b� tb�i© � ¢[� l�ª
dove

ª
è il numerodi partitegiocate,© il numerodi vittorie,¢ il numerodi sconfittee

¥ ����� l’ Elo mediodegli avversari.
Questaformuladerivadirettamentedaquellalinearizzataperla
percentualeattesa,�{� �.�/��0[) ��� � � ����� � lv�b�
� (considerando
che

 ��� �«�¬� �(© � ¢� l�ª ) e corrispondea tagli superioree
inferioresullepercentualiattesedi 91%edi 9%( 2�k �
� punti).

Queste approssimazioni funzionano abbastanza bene
quando i punteggi degli avversari non sono troppo diversi
tra loro. Quando i punteggi variano molto, invece, l’
approssimazionediventa troppo grossolana. Facciamo un
esempio.Peravereil titolo di Maestro,in Italia è necessarioin
un torneo,realizzareun PR di 2100. Prendiamoil casodi un
giocatore(conunpunteggioperesempiodi 2000),in un torneo
a 5 turni, che affronta 4 avversari con 1950 punti ciascuno,
contro i quali realizza3 punti su 4 (3 vittorie e 1 sconfitta).
Conil quintoavversario,cheha1400punti,vince(Ovviamente
un ”quinto” avversariodel generepuò capitareancheal primo
turno di un torneo a sistemasvizzero). Se applichiamola
formula di cui sopra, vediamo che il nostro giocatore ha
realizzato,con 4 punti su 5, l’ 80% dei punti contro degli
avversariche hanno1840 punti di media. Il suo PR sarebbe
percìo 2080,quindinonotterrebbeil titolo di Maestro.

Seper̀o andiamoavederei suoirisultati, è evidentechecon
i primi 4 avversariharealizzatounPRdi 2141.Col quinto,più
chevincerenonpoteva: ciò nonostante,a causadel punteggio
basso,la suaperformancèe statarovinata.

Dovestal’ incongruenza?In questocasol’ incongruenzasta
proprionelfarela mediaaritmeticadeipunteggidegli avversari,
che equivale a dareall’ ultimo avversariolo stessopesodei
quattroprecedenti.̀E chiarochel’ ultimapartita,datal’ enorme
differenzadi punteggio tra i due giocatori, non da’ nessuna
informazionesullaprestazione.

Ci sono naturalmentedei modi abbastanzasemplici per
correggerequestoeffetto. Certefederazioniconsideranosolo
partitetra giocatorila cui differenzadi punteggiononeccedei
350punti. Unaalternativapotrebbeesserequelladi considerare
una media ”corretta”, in cui i punteggi degli avversari che
differisconopiù di 350 punti (per esempio)dal giocatoredi
cui si vuole valutare la performancesono corretti in modo
da portarequestadifferenzaa 350 (nell’ esempiosopra,nel
calcolodellaperformance,il punteggio dell’ ultimo avversario
andrebbeconsideratocome1650inveceche1400).

Più esattamente,il PRdovrebbeesserecalcolatorisolvendo
la sequenteequazione®¯ °q± E Y \ ° � ��s� e G W�² }�³ E�E j )«� _ �.�

( \ ° è il risultato della i-esima partita,
T °

la differenzatra il
PR e l’ Elo dell’ i-esimo avversario, �´sµ·¶�¸ � � ° ), cosache
può esserefattanumericamentecon metodi iterativi. Il valore
approssimatochesi ottienedalla formula linearizzataa tratti,� E � � ����� ) k �b� t��(© � ¢[� lOª , può essereusatocome
valore di partenza. Il PR ”vero” può essereespressocome� ´�µR¶�¸ � � E )º¹ , con

¹
piccolo. Si può prenderequindi lo

sviluppo in serie di potenzedi
¹

dell’ equazioneal primo
ordine.Se � � ¹ � � ®¯ °�± E ���� e G e�» AD¼ g A?¼ ² j }�³ E�E j )a�
si ha � � � � � ®¯ °q± E ��s� e G e ¼ g G ¼u² j }�³ E�E j )a� �

®¯ °�± E � ° � ¥ ��u½ � � � � ®¯ °�± E � nqpbr � ��� � l k �
� � �s� e G e ¼ g G ¼ ² j }�³ E�E j� ��� e G e ¼ g G ¼ ² j }�³ E�E j )a� �R¾ �
� n�p
r � �s� � l k �b� � ®¯ °�± E � ° � ��� � ° �

dove � ° è la probabilit̀adi vittoria control’ ¿ � esimoavversario
calcolataconla performanceapprossimata� E , e

¥ � la somma
di questeprobabilit̀a, cioè il risultatoattesoin basea � E . L’
equazionediventa,ponendoÀ ®°q± E \ ° � ¥ (risultatoottenuto)� � � � )B¹=� ½ � � � � ¥ �«�¹'� k �
�nqpbr���� ¥ � ¥ �À ®°q± E � ° � ��� � ° �
Naturalmenteil valoreottentuto �´sµ·¶�¸ � � E )�¹ può essere
usatocomevalore di partenzaper un’ altra iterazione. Con
questometodo,il PR per l’ esempiofatto sopra,risulta, dopo
la primaiterazione,2139.

Mark Glickman, matematicodell’ Universit̀a di Boston,
fornisce delle formule ancorapiù precise. Si parte da una
valutazioneapprossimatadelPR:¥�Á �.Â ¥ ¿ª ) k �
� tb�  t�© �¡ª � lOª
(è la formula linearizzata)dove

¥ °
è il rating dell’avversario

nellai-esimapartita,
ª

è il numerototaledi partitegiocate,©
sonoi punti fatti, e la sommaè fattasututtele partite.Poi,per
ognipartita,si calcolanole seguentiquantit̀a:Ã ° �º��� e�Ä ² }�³ E�E j� ° � Ã¬Á l � ÃÅÁ ) Ã ° �
dove

Ã Á �*�s� e�Ä ² }�³ E�E j . Poi si calcolanole seguenti4 quantit̀a:� �,Â � ° ��.ÂÇÆ � ° tb� ��� � ° �hÈ



� �,ÂÇÆ � ° t
� ��� � ° �ot
� Ã ° � ÃÅÁ � l � Ã ° ) ÃÅÁ �·ÈÉ � �  ¾ )Ê t��yt
�(© � ���
se
 ¾ 4  ts�t
�i© � ��� , É �.� altrimenti. Il PRè quindi�'¥ � ¥�Á )ÊË É �! �

dove
ËÌ� k �b�mlon�p
r � ��� � , circa173.4

Il PRdelgiocatoredell’ esempiodi cui sopra,calcolatocon
questometodo,sarebbe2143.

Il performancerating ha un significato statistico ben
preciso.Percapirlo,scriviamo l’ espressionedellaprobabilit̀a
di realizzareun certorisultato.Consideriamoun giocatorecon
Elo � che gioca

ª
partite, ogni partitacontro un avversario

chehaElo pari a � ° , ottenendoil risultato \ ° ( ¿ ���bÍ�/Í��q���qÍ�ª ),
con \ ° �Î�

in casodi sconfitta, \ ° ���
in casodi vittoria

e \ ° �Ï�/��0
in casodi patta. Il totale dei punti realizzati

sar̀a \ �ÐÂ ®°�±oÑ \ ° . Supponiamoper il momentoche non ci
sianopatte,e utilizziamo la funzionelogisticadel modellodi
Bradley-Terry. Poniamo

V ���s� ¼ }�³ E�E , V ° ����� ¼ ² }�³ E�E . In ogni
singolapartitala probabilit̀adi vittoria è:� ÑR° � VV ) V °
mentrela probabilit̀adi sconfittaè:� E ° � V °V ) V °
Si può quindiscriverepiù genericamente:��¶ ² � V ¶ ² t V

Ñ
G ¶ ²°V ) V °

Il prodottodi tuttequesteprobabilit̀aci da’ la probabilit̀a totale
per i risultati \ ° in funzionedi � , cioè la likelihood. Essaè, a
menodi un fattorecostante:¢ � ®Ò°q±wÑ V ¶ ²V ) V °
dove \ è il risultatototale.Questaespressionepuò essereestesa
ancheal casoin cui vi sianopatte,considerandola pattacome
mezzavittoria e mezzasconfitta:� EsÓ Ô ° � V E�Ó Ô t V EsÓ Ô°V ) V °
In questocasol’ espressioneper ¢ è ancoravalida,conle patte
checontribuisconoal risultatototale \ .

Calcoliamo ora il valore di � che rende massimala
likelihood.Perfarequestoprendiamoneil logaritmo:nqpbr ��¢[� � \ t n�p
r � V � �

®¯ °q±wÑ n�p
r � V ) V ° �
e calcoliamonela derivatarispettoa

V
:T nqpbr ��¢[�T
V � \V � ®¯ °q±wÑ �V ) V °

È facileverificareaquestopuntochel’ equazioneT nqpbr ��¢[�T
V �a�
è identica all’ equazioneper il calcolo del PR. Il PR è
quindi il punteggio che massimizzala likelihood di un certo
risultato. Questoè verorigorosamentenel casodel modellodi
Bradley-Terry. Nel casodel modello di Thurstone-Mosteller
ciò è vero solo approssimativamente,anchese in pratica le
differenzenumerichetra i duemodelli sonomoltopiccole.

Questoimportanterisultato ci permenteanchedi valutare
la precisionecon la qualesi può calcolareil PR.Si calcolala
derivataseconda:T ¾ nqpbr ��¢�T
V ¾ � � \V ¾ )

®¯ °�±wÑ �� V ) V ° �Õ¾
Utilizzandoil fattocheT ¾ nqpbr ��¢�T �%¾ � T ¾ nqpbr ��¢[�TbV ¾ t ] TbVT � ^ ¾ ) T nqpbr ��¢[�T
V T ¾ VT �Ö¾
e chenelpuntodi massimoT nqpbr ��¢[�T
V �a�
si ottieneT ¾ n�p
r �(¢[�T �%¾ �º� ] k �b�nqpbr � ��� � ^ ¾ t

®¯ °q±wÑ � ° � ��� � ° �
dove abbiamoindicato con � ° la probabilit̀a di vittoria nella¿ � esimapartita(precedentementeindicatacon � ÑÕ° ).

Sefacciamol’ ipotesiche
nqpbr ��¢[� può essereapprossimata

adunaparabolanellazonadel massimo(cioè ¢ haandamento
gaussiano),e di calcolarel’ erroresu � comela distanzadal
massimoperla quale

nqpbr ��¢[� �$nqpbr �(¢[× � � � �Ø�dlb , si hachetale
erroreè la radicequadratadell’ inversodella derivataseconda
cambiatadi segno.Quindi, indicandol’ errorecon

>
:>Ø� k �
�n�p
r � �s� � �Ù À ®°�±oÑ � ° � ��� � ° �

Facendouna stima piuttosto rozza, si può approssimareil
terminesottoradicequadratafacendolo sviluppoin seriedei
termini � ° � ��� � ° � attornoal punto � ° �Ú�/��0

e trascurarei
termini dal secondoordinein poi, per cui ogni terminerisulta
ugualea 1/4. Si trova chel’ erroreè grossomodo

>Ê` � l ; ª ,
con � `.�b�
�|lonqpbr � �s� � `«�
0b� . Perch́e le nostreapprossimazioni
sianovalideoccorrecheil risultato \ nonsia troppovicino a 0
o a
ª

, e che
ª

nonsiatroppovicino a 1. Seciò nonaccade,¢
non può essereapprossimataad unagaussianae quantodetto
finoranonrisultavalido. Nei casilimite, \ �«� , \ �«ª , eancheªÌ�&�

, nonèneanchepossibilecalcolarela performance.

In generale,comunque,¢ può essereapprossimataad una
gaussiananelle vicinanzedel massimo.Questosi può vedere
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Figure6: Likelihood,primocaso(ved. testo).

fun2.for(x-1400.)**6*fun2.for(2400.-x)
¤0

70.1
70.2
70.3
70.4
70.5
70.6
70.7
70.8
7

1000
9

1200
9

1400
9

1600
9

1800
9

2000
:

2200
:

2400
:

2600
:

2800
:

3000
Û

Figure7: Likelihood,secondocaso(ved. testo).

con qualcheesempio. Le figure 6, 7 e 8 rappresentanola
likelihood (linea continua)e la gaussianache la approssima
(lineatratteggiata)in trecasidiversi.

Nelprimocasosihanno6 vittoriecontro6avversari,tutti e6
a 1700punti,e unasconfittacontroun avversarioa 1900punti.
Nel secondocasosi hanno6 vittorie contro6 avversari,tutti e6
a 1400punti,e unasconfittacontroun avversarioa 2400punti.
Nel terzocasosi hanno6 sconfittecontro6 avversari,tutti e 6
a 1400punti, e unavittoria controun avversarioa 2400punti.
Quest’ultimo casoè ovviamentepocoprobabile,comesi vede
dall’ altezzadelmassimo.

fun2.for(1400.-x)**6*fun2.for(x-2400.)
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Figure8: Likelihood,terzocaso(ved. testo).

Abbiamo visto che nel modello di Bradley-Terry il
performancerating è ancheil punteggio che massimizzala
likelihood di un certo risultato su

ª
partite. Vediamoora

se questoè vero ancheper altri tipi di relazionetra rating e
probabilit̀adi vittoria.

Se� ° � � ° ��� � � ° � è la probabilit̀adi vittoria nella ¿ -esima
partitacontroun avversarioil cui ratingè � ° ( � è il ratingdel
giocatore),la lakelihhodsar̀a datadal prodottodi termini del
tipo � ° per le partitevinte e del tipo

��� � ° per le partiteperse.
In generale,perun risultato \ ° (ugualea 1, 0.5, o 0) possiamo
scriverela probabilit̀adi quelrisultatocome� � \ ° � � � ¶ ²° � ��� � ° �

Ñ
G ¶ ²

relazionecheè validaancheneicasidi patta.

La likelihoodsar̀aquindi¢ � Ò � ¶ ²° � ��� � ° �
Ñ
G ¶ ²

Comeal solitoprendiamoil logaritmo:nqpbr �(¢[� � ¯ \ ° nqpbr �M� ° � ) ¯ � ��� \ ° � nqpbr � ��� � ° �
Perla condizionedi massimoabbiamoÝ n�p
r �(¢[�Ý � �Þ] ¯ \ °� ° � ¯ ��� \ °�� � ° ^ T �

°T �� ¯ � ½°� ° � ��� � ° � � \ ° � � ° � �a�
Perch́e questacondizionesia equivalenteall’ equazioneche
definisceil performanceratingoccorrecheil termine� ½°� ° � ��� � ° � �«ß



sia costante. L’ equazionedifferenziale che ne risulta è
facilmente integrabile per separazionedelle variabili, e
il risultato è proprio la funzione logistica del modello di
Bradley-Terry. Nonesitonoquindialtrefunzionichegodonodi
questapropriet̀a.

AGGIORNAMENTO DEL PUNTEGGIO

Per aggiornamentodel punteggio si intende il ricalcolo
periodicodel punteggio Elo di un giocatorein mododatenere
contodei risultati ottenuti.

Il procedimentostandardperl’ aggiornamentodelpunteggio
prevedel’ usodellaseguenteformula:��àbµ � � ��áRâ W )BË t|� ¥ � ¥ � �
dove � àbµ � è il punteggio aggiornato, � áRâ W il punteggio
vecchio,

¥
i punti fatti e

¥ � i punti attesi,e
Ë

un coefficiente.
Osserviamoinnanzituttoche se si usala formula linearizzata
per la percentualeattesasi può fare l’ aggiornamentodell’
Elo senzapassareattraversoil calcolo di

¥ � . Si può infatti
sostituirel’ espressionedi sopraper tale quantit̀a direttamente
nellaformuladell’ aggiornamento:��àbµ � � � ) � Ë1lb �ot Æ �(© � ¢[� )$Â ��� ����� � �Ö� l k �
� È
dove © è il numerodi vittorie, ¢ è il numerodi sconfitteeÂ ��� � � ����� � è la sommadelledifferenzetra l’ Elo vecchiodel
giocatoree l’Elo di ciascunavversario,e tale differenzaviene
”troncata”a 2 �
0b� (cioèposta= 350seèmaggioredi talevalore,
=-350seèminore).

Vediamo qual è l’ origine della formula per l’
aggiornamento.

Il problemadell’ aggiornamentodell’ Elo può essereposto
in questitermini: ungiocatoreconpunteggio � E giocauncerto
numerodi partite

ª
in un torneoo in più tornei duranteun

periododi valutazione(per esempiosei mesi). I suoi risultati
nelle

ª
partitepossonoesseresintetizzatiin un numero,il PR,

cheponiamougualea � ® . Qual è la nuova stimadell’ abilità
delgiocatore,dovo averemessoinsiemequesteinformazioni?

La nuova stima dovrebbeessereuna media tra la nostra
conoscenzaprima del semestre, � E , e quella relativa alle
ultime

ª
partite solamente,� ® , in modo da constituireuna

via di mezzotra duepossibilit̀a estreme:(a) consideraresolo
le ultime

ª
partite, quindi attribuire come nuovo punteggio� ® , ignorandole informazionicheil punteggio precedenteci

fornisce;(b) calcolareil nuovo punteggio includendole ultimeª
partite nell’ insiemedi tutte le partite giocatefino a quel

momento,dandocos̀i la stessaimportanzaalle ultime partitee
a quellegiocatea inizio carriera.

Inoltre � ® dovrebbeavre un pesomaggiorerispettoa � E
quantopiù grandèe

ª
.

Il modo più naturale di procedereè quindi quello di
introdurre dei pesi, che dipendono dal numero di partite
giocate.Si avrebbequindi��à
µ � � � Ñ � E )Ê� ¾ � ®� Ñ )X� ¾

con
� Ñ

e
� ¾ pesipositivi. Ridefinendo

�B�ã� ¾ l � � Ñ )«� ¾ � (con� 6 � 6 � ) si ha��àbµ � � � E )Ê� tb�(� ® � � E �
In questomodoognivoltacheil punteggiovieneaggiornato

il pesodel punteggio iniziale diminuiscecon un andamento
grossomodoesponenziale,per cui i nuovi risultati contano
sempredi più rispettoaquelli vecchi.

Vediamoora come scegliere i pesi per la media. I pesi
dovrebberodipenderedal numerodi partite, quindi

�åäÎª
oppure

� ¾ ä�ª . Si può scrivere
�æ�.ª�lOª E , con

ª E costantee
maggioredi

ª
.

Il nuovo paramentro
ª E può essereinterpretatocome il

numerodi partite necessarioper avere una valutazionedella
forza del giocatoreil più attendibilepossibile. Dalla formula
sopra,infatti, si vedechese

ªèç«ª E , allora ��à
µ � � � ® , dato
cheil pesononpuò esseremaggioredi 1. In tal caso,quindi, il
nuovo PRhaun’ attendibilit̀a talechepossiamocompletamente
trascurare� E .

Seungiocatoregioca
ª E partite,l’ errorestastisticosul � ®

è proporzionalea
�dl ; ª E , saremmotentatidi direche

ª E deve
essereil più grandepossibile. Se per̀o

ª E è troppo grande,
occorretroppotempoper giocare

ª E partite,nel frattempol’
abilità di ungiocatorepuò esserecambiata.Nella formuladell’
aggiornamentoquestosi riflette in un pesoeccessivo per il
punteggio inizialeanchedopomolto tempo.

In linea di massima
ª E dovrebbeesseredell’ ordine del

numeromassimodi partitechevengonogiocatein un periodo
in cui siamo ragionevolmentesicuri che il rating reale del
giocatorerimangastabile. Negli Stati Uniti questonumeroè
postougualea 25. Un neofita,nelle sueprime 25 partite ha
un rating provvisorio basatosul PR, o meglio sulla mediadei
PRnel corsodelle25 partite. Dopo25 partiteil ratingdiviene
definitivo e viene aggiornatocon la formula standard,quella
col K. In Italia

ª E valecirca26.7,vedremodopoperch́e.

La formuladell’ aggiornamentòe quindi:� àbµ � �Ì� ª E �éª �ot�� E )Êª ts� ®ª E� � E ) ªª E t
��� ® � � E �
perlomenoquando

ª
èminoredi

ª E , altrimenti � àbµ � � � ® .

Perottenerela formula con il fattore
Ë

cheabbiamodato
all’ inizio del capitolo dobbiamofarealcuni sviluppi in serie
al primo ordine. Sia � ® che � E possonoessereespressiin
termini della percentualerealizzatao attesae dell’Elo medio
degli avversari� ����� .

Il secondo termine al secondo membro può essere
riscritto utilizzandola formula approssimatalinerizzatape rla
performancecheabbiamodatonelcapitoloprecedente:� ® � � ����� )B�
�b� t
�ê� �é��� 0 �� E � � �O��� )Ê�b�
� t|�M� � �¡�/��0 �



dove � è la percentualerealizzata(� � ¥ lOª
) e � � la

percentualeattesa(� � � ¥ � l�ª ). Abbiamo utilizzato la
relazione�(© � ¢[� lOªÌ�a tR� �Z� , con © ugualeal numerodi
vittorie e ¢ al numerodi sconfitte.

Quindi la formulafinaleè:��àbµ � � � E ) ªª E t �b�
� t
�M� � � � �� �b�
�ª E � ¥ � ¥ � �
Confrontandocon la formulastandardper l’ aggiornamentodi
vedeche

ËÞ�a�b�
�|l�ª E .
A questaformula si può arrivare ancheesprimendoi PR

come � ® � � �O��� ) k �
� t�¢¨£ #����� �� E � � ����� ) k �b� ts¢[£ #ë� ���� � �
Semprefacendol’ approssimazionedi considerarela media
dei punteggi degli avversarianzich́e i punteggi uno per uno,
e prendendolo sviluppo in seriedi potenzeal primo ordine
della funzione

nqpbr�Æ � l � �¡� ���·È attorno al punto � � �/��0
(e analogamenteper la parte che contiene � � ), facendol’
approssimazione

n�p
r � �s� � l='`º� .
Vediamo ancheun terzo modo per la derivazione della

formuladell’ aggiornamento,in cui si fa usodelladefinizione
esattadelPRcomesoluzionedell’ equazione®¯ °q± E Y \ ° � ��s� e G e ¼uì G ¼ ² j }�³ E�E j )«� _ �.�
Poniamo� ® � � E ),¹ e sviluppiamoin seriedi potenzeil
primo membrodell’ equazione.Analogamenteai calcoli che
abbiamofattoperla performancenel capitoloprecedentee con
le stessenotazioni,si trova¹í� k �b�n�p
r��s� ¥ � ¥ �À ®°q± E � ° � ��� � ° �
dove � ° è la probabilit̀adi vittoria nella ¿ � esimapartitae

¥ � il
risultatoatteso(

Â � ° ), calcolatiusando� E , il punteggioiniziale.

Il punteggioaggiornatodiventaquindi��àbµ � � � E ) ªª E t ¹'� � E )BË t
� ¥ � ¥ � �
doveËÞ� k �b�nqpbr���� ªª E �À ®°q± E � ° � � ��� � ° � � � ] nqpbr����k �
� ^ ªª E > ¾
dove

>
è l’ errore sul PR calcolatonel capitolo precedente.

Ancora una volta approssimiamo� ° � �Å� � ° � `Î�dl k , per cuiª�> ¾ ` k{��k �b�mlonqpbry�s� � ¾ eËÌ� k �b�nqpbr��s� kª E ` �
�b�ª E

Il termine
�b�b�ml�ª E è il fattore K che già conosciamo.

Tra parentesi,questospiega perch́e in Italia
ª E � =�����

,
semplicementeperch́e è statosceltoun valoredi K tondo(30),
mentrenegli Stati Uniti è statosceltoun

ª E tondo(
ª E �îb0

cheimplicaK=32).

Questaformulaè validaquando:� la differenza tra percentuale attesa e percentuale
realizzatanonè troppogrande;� il numerodi partitenonsupera

ª E , comegiàdetto.

Riepiloghiamoi vari casi. Se il numerodi partitegiocate
è 0, si riprendepari pari l’ Elo vecchio. Se il numerodi
partite giocateè piccolo, il PR avrà poco pesorispetto all’
Elo vecchio, che quindi cambier̀a poco. Se il numero di
partite è ugualea

ª E o superaquestovalore,allora abbiamo
un numerosufficiente di partite per un valore attendibile,e
possiamoassegnare direttamentecome nuovo rating il PR,
dimenticandocidel ratingvecchio.

A parit̀a di numerodi partitegiocate,sela differenzatra l’
Elo vecchioe il PRè piccolavuol dire cheil vecchioElo dava
comunqueunabuonastimadella forza del giocatore,e questo
si rifletter̀a in unapiccoladifferenzatra tra percentualeattesae
percentualerealizzata.Seinvecela differenzatra l’Elo vecchio
e il PR è grande,vuol dire che l’ Elo vecchionon descriveva
cos̀i benela forza del giocatoree l’ Elo subir̀a unavariazione
maggiore, la percentualeattesae la percentualerealizzata
sarannomoltodiverse.

Quindi la formula sembradare, almenoqualitativamente,
risultati ragionevoli. Tale formula tuttavia viene applicatada
tuttele federazionio quasiindipendentementedallecondizioni
di validità. Se la formula viene applicataimpropriamente,
l’ Elo aggiornatodi un giocatorepuò esseresovrastimatoo
sottostimato.Ciò comunquenon è poi cos̀i grave, in quantol’
Elo tender̀a ad aggiustarsinel torneo o semestresuccessivo,
semprechel’ errorenonsiadi grossaentit̀a.

Un’ ultima nota,perquantoriguardal’ aggiornamentodell’
Elo. Spesso,nel calcolarele differenzetra il punteggio di un
giocatoree i punteggi degli avversari,si usa”troncare”a 350,
cioè la differenzaviene postaugualea 350 se superaquesto
valore,ea-350seè inferiore.Questohacomeconseguenzache
la percentualeattesanonè mai superiorea 88%e mai inferiore
a12%.Il vantaggiodi ciò ècheseungiocatorevincecontroun
avversariomoltopiù deboledi lui (cioèconElo moltoinferiore,
anche500-600punti),guadagnacomunquequalchepunto.

IL FATTORE ï
Abbiamovisto che

ËÚ�ð�b�
�|lOª E , dove
ª E è il numerodi

partite necessarioper dare una valutazioneattendibiledella
forza del giocatore.Cerchiamodi vederemeglio il significato
di taledefinizione.Partiamodaunaosservazionebanale:seil
giocatoredi cui si vuole aggiornareil punteggio gioca

ª E l=
partite duranteil periodo di valutazione,allora il punteggio
aggiornatosar̀a numericamenteugualealla media aritmetica
tra il PR su quel periodoe il punteggio vecchio. Essi hanno



cioè lo stessopeso. Questovuol dire chein qualchemodoal
PR su

ª E l= partite e al punteggio vecchio diamo lo stesso
gradodi fiducia.Perdirla in un altro modo,

ª E l= , e quindi
ª E

eanche
Ë

quantificanoin uncertosensoil gradodi fiduciache
abbiamonel punteggio vecchio, o, se vogliamo, con quanta
precisionerappresentala forzadel giocatore.

Prendiamo il caso di un esordiente, che entra nella
graduatoriaElo con un punteggio di partenza fisso, per
esempio1500.È chiarocheil suopunteggiodi partenza,come
valutazionedella sua forza, ha una grossaindeterminazione.
Quando questo esordientepartecipa al suo primo torneo,
giocandoperesempio5 partite,è chiarocheil PRbasatosudi
essefornisceunavalutazionedellasuaforzabenpiù attendibile
del punteggio di partenza. I valori limite per

Ë
potrebbero

esseretali cheil corrispondentevaloredi
ª E (cioè

�b�
�|lvË
) siaª E 4 0 (in modocheil punteggio iniziale abbiacomunqueun

peso),e
ª E l= 6 0 (in modocheil suopesononsuperiquello

del PR nel torneo). Questivalori sono
ËÐ�ñ�s�b�

e
Ë��åò
�

,
volendodareuna valutazionedella forza del giocatoredopo
queltorneo.In generale,seil numerodi partitegiocatedurante
il periododi valutazione(siaessola duratadi un solo torneoo
unsemestre)̀e

ª
, deveessere

�b�
�|lOª 4 Ë 4 �b�
�|lb=ª .

I giocatoriconfermati,soprattuttoai livelli più alti, hanno
il loro punteggio basatosu molte partite e molti anni di
esperienza. È quindi lecito supporreche il punteggio abbia
una indeterminazionepiuttosto piccola. Il grado di fiducia
dovrebbeessereequivalentead un

ª E più grande. In effetti,
soprai 2400punti si ha

Ëó�*�s�
(nellaFSIe nellaFIDE).

Supponiamoora che un giocatoreconfermato(cioè il cui
Elo è noto con la precisionedovuta) incontri un esordiente.
Supponiamoche la precisionecon la quale è noto l’ Elo
dell’ esordientesia tale che per lui sia

Ë � ò
�
, mentre

per il giocatoreconfermato
Ë �ë�b�

. Per l’ esordientesi
può applicarela formula dell’ aggiornamentodell’ Elo conËÞ�«ò
�

. Chefacciamoper̀o peril giocatoreconfermato?

Facciamoil seguenteragionamento:il
Ë

dell’ esordiente
è il triplo di quellodel giocatoreconfermato.Questosignifica
cheper l’ esordienteoccorronoil triplo di partiteperavereuna
valutazionenuova attendibilerispettoal giocatoreconfermato.
Ai fini del pesoper la valutazione,ogni partitadel giocatore
confermatovale come 3 dell’ esordiente. Possiamoquindi
supporrechequandosi trovanouno di fronte all’ altro, per il
giocatoreconfermatovalgala seguenteregola: 3 partitecontro
l’ esordientepesanocomeunacontroun giocatoreconfermato,
e quindi il

Ë
deveesserediviso per3. In generalequindi, il

Ë
di un giocatoreconfermatoquandogiocacontroun giocatore
non confermato(con

Ë
maggiore),deve esseremoltiplicato

peril rapporto
ª ����� l�ª E , dove

ª �O��� è l’
ª E dell’ avversario.

Vediamoora il casoin cui il numerodi partitegiocate
ª

duranteil periododi valutazioneè molto diversoda
ª E . SeªÌôñª E la formulastandarddell’ aggiornamentòeapplicabile,

e in lineadi principiononci sonoparticolariproblemi.L’ unico
problemaconsistenel fatto che ogni volta che viene fatto l’
aggiornamentoil pesodell’ Elo di inizio periodoè grande,e
questovuol dire chese

ª
rimanetroppobassodaremotroppo

pesoapartitegiocatetroppolontanenel tempo.In pratica,cioè,
pergiocare

ª E partiteoccorretroppotempo,e unavalutazione
basatasu prestazionitroppo lontanenel passatòe soggettaa
grandeindeterminazione.In tal casosarebbepreferibileusare
un
ª E più piccolo (meglio una valutazionebasatasu poche

partiterecentichesumoltepartitelontanenelpassato).

Seinvece
ªÚõöª E il problemaè diverso. Innanzituttola

formuladell’ aggiornamentononèapplicabile.Il procedimento
correttosarebbedi prenderecomepunteggio aggiornatoil PR
sulle

ª
partite,comediscussonel capitoloprecedente.

Sesuccedesistematicamenteche
ªÌõñª E , èchiaroche

ª E ,
equindi

Ë
, deveessereassegnatodiversamente.Unasituazione

possibiledi questotipo si può avereperesempioconsiderando
un ipoteticoElo perpartitelampo. In un semestreil numerodi
partitegiocatepuò esseremolto grande,percui

Ë
deve essere

piccolo.

Chiudiamo la discussionesul fattore
Ë

riepilogando il
significatodi questoparametro.� sononecessariealmeno

ª E �ó�b�
�|l=Ë partiteper avere
unavalutazioneattendibiledel rating;� in punteggio calcolatoè basatosu circa

ª E �è�b�
�|l=Ë
partiteequivalenti;� Ë è legatoall’ incertezzaconla qualeènotoil punteggio
iniziale � E ;� Ë è legato al peso relativo delle prestazionirecenti
rispettoal punteggio iniziale � E .

FREQUENZA DI AGGIORNAMENTO

L’ aggiornamentodella graduatoriaElo viene fatta al
terminedi ogni periododi valutazione. In linea di principio
il periododi valutazionepuò variareda un minimo pari alla
durata di una partita o di un torneo, fino ad un massimo
variabilepurch́econsistentecon

ª E econ
Ë

. Peresempio,conËñ���b�
avrebbepocosensousareun periododi valutazionedi

dueanni (il numerodi partitegiocatein tale periodopotrebbe
esseresistematicamentemaggioredi

ª E ).
Il periododi valutazionepuò essereespressoin termini di

partite(aggiornamentodell’ Elo ogni
ª

partite),di tornei (per
esempiodopoogni torneo),o di tempo(per esempioogni sei
mesi,comefannomoltefederazioni,tracui la FSIe la FIDE).

Vediamo brevemente le caratteristichedei vari tipi di
periodo.

L’ aggiornamentoogni
ª

partiteimplica un aggiornamento
individualedell’ Elo,anzich́edell’ interagraduatoria.Inoltre

ª
dovrebbeessereminoredi

ª��
, esicuramentenonsuperiore.SeªÌ�aª E , comediscussoprecedentemente,si trattadi cancellare

l’ Elo precedentee sostituirloconil PRsulle
ª

ultime partite.ªÏ�-ª E l= potrebbeessereuna buonasceltaper i giocatori
di livello medio (

Ë÷�ø�
�
), e in questocasoavrebbevalori

come13 o 14, mentreper i giocatoriforti (
Ëù�ð�s�

) dovrebbe
essereridotto, perch́e

ªú� k � renderebbel’ aggiornamento
troppopocofrequente.C’è la spiacevole possibilit̀a (piuttosto



probabileper̀o) che l’
ª

-esimapartita cadanel mezzodi un
torneo,causandoproblemidi caratterepratico.

L’ aggiornamentodopo un numero fisso di tornei ha
pressappocole stessecaratteristichedel casoprecedente(in
particolarel’ aggiornamentoindividuale). A complicarele
cosec’è il fatto che stavolta il numerodi partite non è fisso.
Comunqueè ragionevole supporreche il numerodi partite
giocatepuò arrivarea

ª E dopo 3 o 4 tornei. Con 2 tornei è
molto improbabile,mapuò avvicinarcisi. In pratica,quindi, in
questocaso,si tratterebbedi fare l’ aggiornamentodell’ Elo
dopoogni torneo.

L’ aggiornamentodopoun periododi tempofissoè quello
più diffuso, anzi, bisogna dire che non si hanno notizie
di federazioni che usino metodi diverse, eccetto alcune
organizzazioniper il gioco per corrispondenza.Il periododi
tempopiù usatoè quello di sei mesi,ma vengonousatianche
periodi minori, fino ad un mese.È sicuramenteil sistemapiù
pratico,consenteun aggiornamentoglobaledellagraduatoriaa
tempifissati.La caratteristicadi questosistemàecheil numero
di partitegiocateduranteil periododi valutazionèevariabile.

L’uso di un periodo di valutazionedi durata fissa, può
comportaredei problemi quandoil numerodi partite giocate
diventatroppoelevato(cioèsuperiorea

ª E ).
Prendiamoil casodi un giocatorecon Elo pari a 2100.

Questogiocatore,improvvisamentecominciaaperderepunti,e
alla fine di un periododi valutazionedi seimesiarriva a 1700.
Nel semestresuccessivo gioca diversi tornei, i suoi avversari
hannounaforzamediadi 2100,comeil vecchiopunteggio del
nostrogiocatore.Supponiamoanchecheil nostrogiocatoresia
tornatoa giocare”bene” per il suovecchiolivello di gioco,ma
non troppo,percui realizzaun 45%(invecedel 50%)controi
suoiavversari.Ora,il nostrogiocatoreparteda1700,percui la
suapercentualeattesacontroi suoiavversarièdel9%. È chiaro
quindi cheguadagner̀a punti. Vediamoquanti. Considerandoª

partitegiocate(K=30):� à
µ � �*�d�=�b��)B�
� t ª t
� �/� k 0��é��� �
ò � �*�d�v�
�y)a�s��� � t ª
Giocando40 partiteil nostrogiocatoresi riprenderebbetutti i
suoi punti persi. Giocandonedi più andrebbebenoltre, e conªÌ�º���b�

guadagnerebbeoltre1000punti.

Questoè quantoè accadutorealmentein Italia nel 1998.
Il protagonistadella ”scalata” è stato un CandidatoMaestro
torinese,RobertoRicca,cheè arrivatoa2780punti.

Unsaltodi 1000puntiè in effetti moltogrosso,esebbenesia
statorealizzatosenzaviolareneancheunaregola,si può avereil
dubbiochequalcosanonabbiafunzionatoadovere.In basealla
nostradiscussionedovrebbeessereevidentecheil problemasta
nel fatto che in questocaso

ª
è superiorea

ª E , e quindi la
formula per l’ aggiornamentonon è valida. Nei regolamenti
dellevariefederazioni,per̀o nonsi parlamaidi limiti di validità
dellafromula.

Si può modificareil regolamentoper impedirequestotipo
di scalate? Le possibilit̀a sono: (a) applicarela definizione
di
ª E e usareil PR quando

ª 4 ª E , (b) mettereun limite
massimoallaviariazionedell’ Elo (peresempio100punti),e(c)

ridurreil periododi valutazionein mododarendereimprobabile
o impossibileaveregrandivalori di

ª
.

Il metodo(a) è quello corretto matematicamente,quindi
applicabile senzanessunproblema. Il metodo (b) non ha
nessunabasematematica:perch́eproprio100punti,e non200,
o addirittura300? In praticasi introduceun altro parametro
difficile da giustificare teoricamente. Il metodo (c) può
essereapplicato in diversi modi: si può ridurre il periodo
di valutazionea 4 mesi, 3 mesi o addirittura a un mese,o
aggiornarel’ Elo dopoogni torneoinvecechedopoun periodo
di tempofisso.

La soluzionesceltadalla FSI, come è noto, è la celebre
”regola dei 4 tornei”, chericadenella categoria (c): l’ Elo di
un giocatorevieneaggiornato,all’interno del semestre,ogni 4
tornei(senehafatti 4 o più). Ai fini delcalcolodellevariazioni
Elo degli avversari,per̀o, rimanevalidoil punteggiodell’ inizio
delsemestre.

Il numerodi partitegiocatein 4 torneipuò variare,tuttavia
raramentedovrebbesuperare27.

Se immaginiamo di applicare la regola dei 4 tornei
durantela scalatadi Ricca,vediamocheriusciamoa bloccare
completamentel’accumulodei circa 1000punti, anchesenon
riusciamoa evitare la perdita degli stessipunti da parte dei
suoi circa 100 avversari. Complessivamente,comunque,la
regoladei 4 tornei riesceadevitare le scalate,anchesele basi
statistichesonoscarse.

Una propostache a suo tempo è statafatta per impedire
scalate”alla Ricca” è l’ aggiornamentodel punteggioElo dopo
ogni torneo.Questaproposta,cherientraancoranellacategoria
(c), rappresentail massimofrazionamentopossibiledelperiodo
di valutazione.

Per capire la differenzatra l’ aggiornamentotorneo per
torneoe l’ aggiornamentodopo un periodofisso di sei mesi,
vediamoun esempiopratico. Prendiamoun giocatorecon Elo� E all’ inizio di un semestrechepartecipaad un torneodi 5
turni, realizzandounaperformance� Ô . Aggiornarel’Elo dopo
il torneovuol dire fareunamediapesatatra � E e � Ô , dove � E
pesaall’ 81.5%,mentre� Ô pesaal 18.5%.

Questogiocatorepartecipaadun ulterioretorneo,poniamo
ancoradi 5 turni, conunaperformancedi � Ñ E . Seaggiorniamo
il suoElo, � Ñ E peser̀a al 18.5%,mentrel’ Elo precedenteall’
81.5%.L’Elo precedenteeraper̀o unamediapesatain cui l’ Elo
originario � E compariva già all’ 81.5%.Quindi nel nuovo Elo
il pesorisultantedi � E sar̀a 66.4%,mentreil pesorisultantedi� Ô sar̀a 15.1%.

Supponiamochequestiduetornei rimanganoi soli ai quali
partecipail nostrogiocatorenel corsodel semestre.Proviamo
ora a fare l’ aggiornamentoclassicodi fine semestre. Ciò
equivalea prendereil PRdel giocatorenei duetorneia 5 turni
ciascunoai quali hapartecipato,e farela mediapesatacon � E .
Stavolta, poich́e ai duetornei diamolo stessopesodi un solo
torneoa 10 turni, � E avrà un pesopari a 63% (minorequindi
rispettoal casodell’aggiornamentotorneoper torneo),mentre� Ô e � Ñ E peseranno18.5%ciascuno.



Confrontiamoora i pesiottenuticon i duemetodi: per � E
abbiamo66.4%per l’ aggiornamentodopoogni torneocontro
63%perl’ aggiornamentodoposeimesi,per � Ô 15.1%contro
18.5%,per � Ñ E 18.5%in tutti e duei casi.

Che cosa abbiamo imparato da questo esempio? L’
aggiornamentodell’ Elo dopounsemestresignificaconsiderare
contemporanei,quindi con lo stessopeso,i tornei chesi sono
svolti in quel semestre.L’ aggiornamentodopo ogni torneo
inveceda’ un pesomaggioreall’ ultimo torneo,e pesisempre
più piccoli ai torneimanmanoprecedenti.

Nel nostroesempiol’ Elo iniziale haun pesomaggiorecon
l’ aggiornamentotorneopertorneo,rispettoall’ aggiornamento
dopounsemestre.Comesi spiegaquesto?Il punteggio iniziale
è in realt̀adatodalleperformancesin uncertonumerodi tornei
del semestreprecedente,e naturalmnteun altro punteggio
iniziale di duesemestriprima. Sefacciamol’ aggiornamento
ad ogni semestre,ognunodei tornei del semestreprecedente
avrà pesominimo, proprio con lo stessomeccanismosecondo
il quale tutti i tornei dell’ ultimo semestrehanno il peso
massimo. Con l’ aggiornamentotorneo per torneo, invece,
anchei torneidel semestreprecedentehannopesidiversi,con
l’ ultimo torneo che avrà pesomaggioree poi pesi via via
minori, fino al valore minimo. È chiaro quindi che il peso
complessivo dei torneidel semestreprecedentesar̀a più grande
chenelcasoin cui sianoconsideraticontemporanei.

Le differenzetra i due metodi di aggiornamentopossono
ancheesserepiù considerevoli, almenoper quantoriguarda
la distribuzionedei pesi. Prendiamoper esempioil casodi
un giocatorechegioca4 tornei in un semestre,e supponiamo
per semplicit̀a che il numerodi partite per torneosia sempre
lo stessoe tale da comportareun pesodel 20% per ciascun
torneo. Con l’ aggiornamentoalla fine del semestreavremo
che il pesodel punteggio iniziale è del 20%, e il pesodei 4
torneicomplessivi dell’ 80%.

Conl’ aggiornamentotorneopertorneosi trova,facendoun
po’ di calcoli, chealla fine del semestreil pesodel punteggio
iniziale è del 41%, il pesodel primo torneodel semestredel
10%,quellodelsecondotorneodel13%,quellodelterzotorneo
del 16% e quello del quartodel 20%. Questonaturalmente
non vuol dire che l’ Elo aggiornatosar̀a molto differentenei
duecasi,per̀o la differenzanei pesi, soprattuttoin quello del
punteggio iniziale, èdrammatica.

Ovviamenteè del tutto inutile chiedersiqual è il modo
giustodi fare l’ aggiornamento.Ognunodei duemetodipuò
esserepreferibile all’ altro per certi aspetti. La differenza
sostanzialeconsistecomunquenel dare pesi diversi a tornei
diversi: nel casodell’ aggiornamentoogni sei mesi il peso
dipendesolo dal semestrein cui viene giocatoil torneoed è
costanteentroil semestrestesso;nel casodell’ aggiornamento
dopoogni torneoil pesoè funzioneesclusivamentedelnumero
d’ ordinedel torneo(andandoin ordinedi temponel passato),
indipendentementedalperiodo.

Nel casodell’ aggiornamentodopo ogni torneo possono
crearsi piccoli paradossi,dovuti al fatto che tornei vicini
temporalmentehannopesodiverso. Questopuò esserevisto

col seguenteesempio.

UngiocatoreconEloparia1700partecipa,in unsemestre,a
duetornei,tutti eduea5 turni,ein tutti eduela mediaElo degli
avversariè 1700. Nel primo torneorealizza5 punti su5, e nel
secondorealizza0 punti. Supponiamoinoltrechesia

ËÞ�«�|
.

Sefacciamol’ aggiornamentoallafinedelsemestre,si trova
cheil punteggioaggiornatòe ancora1700(infatti harealizzato
il 50%deipunti controavversaridellastessaforza).

Facciamoinvecel’ aggiornamentodopoogni torneo.Dopo
il primo torneo il giocatoreha guadagnato80 punti. All’
inizio del secondotorneoha quindi 1780punti, per cui la sua
percentualeattesanon è più 50% comeall’ inzio del primo
torneo,ma 61%. Quindi perde96 punti anzich́e 80, e il suo
punteggio finale sar̀a 1684. Quello che è successòe che l’
ultimo torneo,cheè andatomale,ha avuto un pesomaggiore
rispettoaquellomenorecente.

Abbiamo visto che un’ altra caratteristica dell’
aggiornamentodopoogni torneoè cheil pesodell’ Elo iniziale
diminuiscepiù lentamentecol procederedeivari aggiornamenti
rispettoall’ aggiornamentodopoogni semestre.Questonon è
unproblemagravenelcasodeigiocatoriconfermati,peri quali
l’ Elo iniziale costituisceuna buonastima della loro abilità.
Nel casodi giocatori appenainseriti nella graduatoriàe per̀o
possibile(anziprobabile)chel’ Elo cheè statoloro assegnato
non rispecchi la loro forza. Il problemanon è gravissimo,
poich́e l’ Elo tendea stabilizzarsial giusto valorecol tempo.
Per̀o nel casodell’ aggiornamentodopo ogni torneo questo
richieder̀a più temporispettoal casodell’ aggiornamentoogni
sei mesi. È opportunoquindi assegnaredei valori di

Ë
più

grandipergli esordienti.

Un’ altra considerazioneriguarda la seguentedomanda:
ha sensofare un aggiornamentodel punteggio Elo dopo un
numerotroppopiccolodi partite?Nonsarebbemeglio aspettare
che il giocatoreabbiaaccumulatoun numerostatisticamente
significativo di partite? Questain effetti è stataunaobiezione
da partedella FSI alla propostadell’ aggiornamentodell’ Elo
torneopertorneo.

Per rispondere,ripartiamodalla definizionedi
ª E : questa

quantit̀a rappresentail numerodi partitenecessario(minimo)
per poter dare una valutazione attendibile della forza di
un giocatore. Consideriamoper semplicit̀a solo giocatori
confermati,cioè chehannogià un punteggio Elo e chehanno
già giocato le loro

ª E partite. Se uno di questi giocatori
gioca

ª E partite in un semestre,siamoin gradodi dareuna
valutazione attendibile della forza di quel giocatore sulla
basedei suoi risultati nelle

ª E partite. Questavalutazione
sostituiscecompletamenteil suopunteggioprecedente.Questo
è il significatodi

ª E .
Seinveceil giocatoregiocaun numerodi partiteminorediª E , allorala valutazionedellasuaforzabasatasolosui risultati

di quellepartitedovràesserecombinataconil punteggioiniziale
del giocatore,condei pesichedipendonodal numerodi partite
giocate.

In ogni caso l’ Elo finale, risultato dell’ operazione



di aggiornamento,sar̀a comunque basato un un numero
statisticamentesufficientedi partite,solocheessepossononon
esseregiocatetuttenell’ ultimo semestre(o torneo).Unaparte
di essepuò essere”nascosta”nell’ Elo di partenza.

Quindinonèsbagliatofarel’ aggiornamentodell’ Elo dopo
un numeropiccolo di partite, in quantole informazioni che
abbiamoadisposizionevengonomischiatenellamanieragiusta.
Nonèneanchesbagliatoattenderechevengagiocatounnumero
più grandedi partite,senonè necessariaunavalutazionedella
forzadelgiocatorenel frattempo.Quellocheèsbagliatoinvece
è considerare

ª E comeil numero”ideale” di partiteper poter
farel’ aggiornamento.

Esiste tuttavia una critica più sottile all’ aggiornamento
dell’ Elo dopo un numero piccolo di partite. La critica
riguardal’ uso di certeapprossimazioniche sonostatefatte.
Se il numero di partite giocate è uguale a 1, o se i punti
realizzati sono esattamente0 oppure il 100%, la stima del
PR diventatroppogrossolana.Nei casi limite non si può fare
di meglio che usarela formula linearizzataapprossimata.In
questi casi, sebbeneuna tale approssimazionesia veramente
brutale, l’ aggiornamentoè giustificato dal fatto che l’
la formula linearizzata è contenuta implicitamente nella
formula col fattore

Ë
(è stataricavataproprio facendoquest’

approssimazione).

Qualunquesia il numero di partite giocate durante il
periodo di valutazione, la formula dell’ aggiornamento,
essendolineare,può esserescompostain un certo numerodi
termini, uno per partita, e valutare la variazionepartita per
partita, che esattamenteciò che viene fatto in praticaquando
sifa l’ aggiornamento.

Facciamoun esempionumerico molto semplice, in cui
un giocatorecon Elo pari a 2000 incontra 5 avversari tutti
con Elo 2000,ottenendo4 vittorie e unasconfitta. Il PR del
giocatoreè quindi 2240. Aggiornarel’ Elo significa fare la
mediapesatatra 2000(punteggiovecchio)e 2240.Se

Ëû�º�|
i pesi relativi sono4/5 e 1/5, e il risultato finale sar̀a 2048.
Questo è esattamenteil risultato che si ottiene applicando
la formula standard(infatti siamo in condizioni buone di
applicabilit̀a di questaformula). La variazioneElo trovata,48,
può essereinterpretatacomela sommadi 5 diversevariazioni,
una per ogni partita, in particolare+16 per ciascunavittoria
e -16 per la sconfitta. Quindi si può attribuire unavariazione
a ciascunapartita, e pensarela formula dell’ aggiornamento
comeapplicatavoltapervolta.

Se immaginiamoil che giocatoredell’ esempioriporti 5
vittorie su 5 partite, si può quindi applicarela variazionedi
+16 moltiplicataper 5. Questogiustifical’ applicazionedella
formula anchenei casi in cui vengonorealizzati il 100% dei
punti o 0, e ancheal casoin cui vienegiocataunasolapartita
(chenon finiscepatta). In tal casol’ aggiornamentoha senso
se combinatocon altri risultati (che possonoanche essere
contenuti nel punteggio iniziale), altrimenti il risultato sar̀a
affettodaunagrossaindeterminazione.

Vediamoora una critica all’ aggiornamentodel punteggio
dopo un numero

ª
di partite troppo grande,anchese non

supera
ª E . Nel procedimentodell’ aggiornamentodell’ Elo

si usano i punteggi iniziali degli avversari, anzich́e i loro
punteggi attuali aggiornati. Questaè un’ approssimazione
universalmenteaccettataanchesenonvienequasimaimessain
evidenza.Percapirele conseguenzedi questaapprossimazione
e la suarelazionecon

ª
, facciamoun esempiosemplice,in

cui abbiamosolo due giocatori, A e B, con punteggi iniziali� E e
 E chegiocano

ª
partitetra di loro duranteil periododi

valutazione.SupponiamocheA realizzi
�

punti, quindi cheB
nerealizza

ªî� �
. La procedurastandarddell’ aggiornamento

del punteggioequivalea calcolarele performancesdi A e di B,
cheponiamo� ® e

 ®
e acalcolarecos̀i i punteggi finali:� � � E ) ªª E �(� ® � � E � ��a E ) ªª E �  ® �! E �

Le performancesdovrebberoesserecalcolatecome� ® �. �) k �b� ts¢[£ # �ªð� � ® � � ) k �b� ts¢[£ # ªð� ��
Normalmente,per̀o, calcoliamole performancesapprossimate
in questomodo: �mü �. E ) k �b� ts¢[£ # �ªð� � ü � � E ) k �b� ts¢[£ # ªð� ��
Facendole opportunesostituzionisi ottiene:� ® � �mü ) ªª E �  ® �¡ E � ® �a ü ) ªª E ��� ® � � E �
Perconoscereleperformancesbisognarisolverequestosistema.
Nel casodi duesoli giocatoriciò è semplice,purch́e

ª
nonsia

ugualea
ª E , nel qualcasoil sistemàe indeterminato.Quando

si hauntorneoconpiù giocatoriconvieneusaremetodiiterativi.
Anchesenzarisolvereil sistemasi può avereun’ ideadelgrado
di approssimazione.Facciamoun’ ulterioresostituzione:

� � � E ) ªª E �(�|ü � � E � )z] ªª E ^ ¾ �  ® �! E � y�� E ) ªª E �  ü �! E � )z] ªª E ^ ¾ �(� ® � � E �
Si vede quindi che per l’ aggiornamentocorretto dell’ Elo
bisogna tenere conto di un termine aggiuntivo, dato dalla
variazionedell’ Elo dell’ avversario,pesatasecondoun fattore

pari a ý ®® gbþ ¾ . Se
ª

è un numeropiccolorispettoa
ª E , allora

il terminecon ý ®® gbþ ¾ può esseretrascuratorispettoal termine



standardcon

®® g , e l’ aggiornamentonormalecostituisceuna
buonaapprossimazione.Seinvece

ªø`zª E , allora il termine
aggiuntivo assumela stessaimportanzadel terminestandard.
Nel casodi più avversari in un torneo, il termineaggiuntivo
può essereinterpretatocome la variazionedella media del
punteggiodegli avversari.In tal casopossonoessercivariazioni
individuali in un versoo nell’ altro, percui la variazionedella
mediapuò ancheesserepiccola,ma ciò non è assolutamente
detto.

In conclusione,quindi, fare l’ aggiornamentodopo un
numerodi partite

ª
può portareadelleimprecisioniquando

ª
si avvicina troppoa

ª E purnonsuperandolo.

È possibile fare l’ aggiornamentodell’ Elo evitando di
calcolare la variazionepartita per partita, considerandogliª

avversaricomeun solo avversariocon punteggio pari alla
mediadeipunteggi econtroil qualevengonogiocate

ª
partite.

QuestoprocedimentoapprossimatòeusatodallaFIDE.

Percapirele possibilidifferenzetra i duemetodi,quellodel
calcolodella variazionepartitaper partitae quello del calcolo
sullamediadegli avversari,facciamounesempio.

Supponiamocheungiocatorecon1700puntipartecipiadun
torneoa 5 turni e incontri avversaririspettivamentecon 2100,
2100, 2100, 2100, e 1300 punti. Qual è la suapercentuale
attesa?Considerandola mediadegli avversari,in questocaso
1940,la percentualeattesarisulta20%(1 puntosu5).

Calcolandoinvecela variazionein ciascunadelle partitesi
hachecontroi 2100la percentualeattesàe9%,mentrein quella
contro il 1300è 91%; complessivamentequindi dal giocatore
ci si aspettano0.09+0.09+0.09+0.09+0.91= 1.27punti, cioè il
25.4%.I risultati ottenuticoni duemetodisonoquindidiversi.

I due procedimentidannorisultati quasi identici quandoi
punteggi dei giocatorivarianopocol’ unodall’ altro. Quando
per̀o i punteggi degli avversarisonomolto diversi tra di loro la
discrepanzatra i duemetodirisultaevidente.

ARROTONDAMENTI

La formula cheda’ la percentualeattesain funzionedella
differenzatra i ratingnonvienequasimai utilizzatain maniera
diretta, ma in forma tabulata. Tali tabellesonoanchemolto
compatte,poich́e dannosolopercentualiarrotondateall’ unità.
Spesso,comenel casodellaFSI, l’ arrotondamentofinale è al
5%,peresempio20%,25%,ecos̀i via.

Come si ripercuotetale approssimazionesul calcolo del
punteggio? Vediamodi fare qualchecalcolo. Prendiamoun
giocatoredi cui vogliamo aggiornarel’ Elo, che ha giocatoª

partite, ed ha il coefficiente K noto. Supponiamodi
fare il calcolo per ogni partita. Chiamiamo ÿ l’ errore di
arrotondamentodellapercentualeattesain ogni singolapartita.
La variazionedell’ Elo sar̀a datada unasommadi

ª
termini

del tipo
Ë tu� � � � � � , dove

� �ø�
, 0.5 o 0 a secondadel

risultato,
� � la percentualeattesa. L’ errore su ciascunodi

questitermini è
Ë tvÿ . Poich̀e ciascuntermineè indipendente

dagli altri, l’ erroredi arrotondamentosull’ Elo aggiornatosar̀aË tsÿ t ; ª .

Facciamoun esmpiopratico:
Ë �a�
�

,
ªÞ�,
0

, ÿ ���/� �
b0
(arrotondamentoal 5%). L’ erroretotale è 3.75 . Se invece
prendiamoÿ �«��� �
�
0 (arrotondamentoall’ 1%)alloral’ errore
diventa0.75.

Nel sistemaElo FSI l’ arrotondamentòe all’ 1% duranteil
calcolodelle singolepartite,e poi al 5% sul totale. Esempio:
tre partite,supponiamotuttee tre vinte, e percentualiattesedi
45%,76%,51%in ciascunadelletre. La formulaci da’, perla
variazionedell’ Elo,

Ëñ� � �)a�[)a���é��� k 0��¡�/�M�v�Ç�¡�/��0�� � �Ë�� � ���%�
���b � . Èaquestopuntochesi fal’arrotondamentodella
sommadellepercentualiattese.Nel casoin cui si approssimaal
10%il contributoall’ erroretotaleè3, mentreperil 5%è1.5.

Molte organizzazionipercorrispondenzaaggiornanol’ Elo
dopoogni partita. Poich́e

ªU���
la precisioneconcui devono

conoscerela percentualeattesanondeveesseregrandeperavere
un erroresull’ Elo aggiornatodell’ ordinedi 1: ÿ �Ì�dl=Ëø���� �
�

nellamaggiorpartedeicasi.

È applicabile addirittura la formula approssimata
linearizzatainvecedella funzionelogistica per la percentuale
attesasenzaperderemolto in precisione.Quandola differenza
di ratingè 300,la differenzatra le percentualiattesedatedalla
formula linearizzatae dalla funzionelogisticaè 2.6%,mentre
a 350 la differenzasale a 5.5% che si riflette in un errore
circa 2 sull’Elo aggiornato. L’ uso intelligentedella formula
approssimatada‘ risultati più precisi della formula esattase
viene usatamale. Aggiornarel’ Elo dopo un numero

ª
di

partiterelativamentegranderichiedela conoscenzapiù precisa
dellapercentualeattesarispettoa valori piccili di

ª
.

Vediamoora il casoin cui per farel’ aggiornamentosi usa
la mediadei puntegi Elo degli avversari.La formulada‘� àbµ � � � áÕâ W �aË t ª t|� � � � � �
L’ erroredi arrotondamentòe quindi

Ë t ª tvÿ . Coni numeri
di prima,

Ë �+�b��Í�ªú�+b0/Í ÿ �Î�/� �
b0
, si ha 18.75, che

è un’enormit̀a. Naturalmentequestoè un casopessimistico,
perch́e questomododi procedere,cioè di fare la mediadegli
Elo degli avversari,si fa generalmenteperun singoloeventoe
non su tutte le partitedel semestreo qualunquesia il periodo
di valutazione.In questocasoquindi per

ª
andrebberopresi

valori come
ªÏ� 0

,
ªÏ�ø�

o
ª �+�s�

. Per tali valori si
ha rispettivamente3.75,5.25,7.5. Comunquesia, l’ usodella
mediadei ratingsdegli avversaririchiedeunaconoscenzapiù
precisanumericamentedella percentualeattesa.La FSI usail
calcolopartitaperpartita.

INFLAZIONE E DEFLAZIONE

Il valore del K, comeè noto, non è lo stessoper tutte le
categorie. Nella FSI, K=30 sotto i 2100 punti, K=20 fino a
2400,k=10oltre. Variazionisimili sihannoanchenellaFIDE.

Osserviamoche il fatto cheesistanocoefficienti K diversi
implica cheil valoremediodell’ Elo nonsi conserva. Quando
si incontranogiocatoriconugualeK, qualunquesiail risultato,
quello cheun giocatoreguadagna(in termini di punti Elo), l’
altro giocatorelo perde,percui la mediadell’ Elo si conserva.
Seil K nonè lo stessoperi duegiocatori,unodeidueguadagna



un certonumerodi punti, l’ altro neperdeun numerodiverso,
e la medianon è più la stessa.Con buonaprobabilit̀a vincer̀a
il giocatorecon K più basso,e quindi di fasciaElo più alta.
Quindi, chi guadagnapunti ne guadagnamenodi quanti nel
perdail suo avversario. I fattori K diversi hannoquindi un
leggero effetto deflattivo sull’ intero sistema. Tale effetto è
comunquemoltopiccolo

La deflazionedelsistema,cioè la diminuzionedelpunteggio
mediocol passaredel tempo,hadimensionipiù vastedovutead
altrecause.ArpadElo hafornito unaspiegazione,sicuramente
la più importante.

L’argomentoè il seguente: in una graduatoria,i giocatori
cheesconosonoin generequelli a ”fine carriera”,quindi con
punteggi relativamentealti, ecomunquepiù alti di quandosono
entrati.I giocatoricheinveceentranoin graduatoriain generevi
entranoconpunteggi bassi.Questocontinuoricambiohacome
effettoquellodi dimimuirela mediagenerale.

La mediaElo nonhanienteachevedereconil livello medio
di gioco,ma è soloun puntodi riferimento(sonosignificative
solo differenze di punteggio). Quindi, per esempio, un
giocatoreche nel 1980 aveva 1800 punti non è confrontabile
con giocatoreche nel 2000 ha lo stessopunteggio. A causa
dell’ effettodeflattivo, quest’ultimo dovrebbeesserepiù forte.

Se vogliamo stabilire una corrispondenzaassoluta tra
punteggio Elo e abilità, allora è necessariocorreggere la
deflazione. Il modo ovvio di correggeresarebbeaggiustare
periodicamentei punteggi di tutti i giocatori in modo da
riportarela mediaal valoredesiderato.Questoavrebbecome
conseguenzala variazionedell’ Elo anchedi giocatori che
non hannogiocatopartite. Per questomotivo questotipo di
correzionenonvieneusato.

In generel’ effetto deflattivo è in partecontrobilanciatoda
altri fattori inflattivi. Esempisono: (1) possibili ”bonus” (cioè
”premi” in punti per chi realizzaprestazionisuperiori),(2) la
sovrastimadel punteggio di ingressoin graduatoria, (3) il non
considerarevariazioninegativedi giocatorichevinconotornei,
(4) l’ eventualeimpossibilit̀adi retrocederedi categoria(”rating
floors”).

PUNTEGGIO DI INGRESSO

Affrontiamoorail problemadel punteggiodi ingressonella
graduatoriaElo. Il problemasi pone,peresempio,nel casodi
unesordientechepartecipaal primo torneo.

Questoproblemavieneaffrontato in vari modi dalle varie
federazioni.

Il modopiù sempliceperattribuireunpunteggiodi ingresso
è quello di attribuire un punteggio fissoper tutti, per esempio
1400e usarlocomepunteggiodi partenzaper le variazioniElo
siadelgiocatorein questionesiadegli avversari.

Com’è ovvio, ci sono argomenti sia a favore, sia contro
questosistema. Sicuramentea suo favore c’è la semplicit̀a
di applicazione. Inoltre c’è il fatto che il punteggio, dopo
vari aggiornamenti,tender̀a a stabilizzarsiad un valore che
rispecchiadi più la vera forza del giocatore in questione.

Facciamo qualche rapido calcolo su un esempioconcreto:
supponiamo che un giocatore venga inserito con 1400
punti nella graduatoria,ma che la vera forza del giocatore
corrispondaa 1600 punti. Supponiamoquindi che questo
giocatore giochi realizzandoun PR pari appunto a 1600.
Supponiamoche i suoi avversari abbianopunteggio medio
1400. Questosignificachenonostanteil punteggio iniziale di
1400, il nostro giocatorerealizzer̀a il 75% dei punti contro
i suoi avversari. La suapercentualeattesaè 50%. Se giocaª

partite il suo punteggio aggiornatosar̀a (con
Ë �ë�
�

),� k �
��)XË t ª t
� �m�=0Ç�¡�/��0=� � �*� k �
��)$��� 0 t ª . Perarrivarea
1600dovrebbequindi giocarecirca27 partite(peressereesatti
26.7, numeroche ci è già noto. In effetti a questorisultato
ci si poteva arrivaredalla definizionedi

ª E ). Tale numeroè
ragionevole,edèallaportatadi tutti i giocatori.

Bisognaconsiderareper̀o che se il punteggio di ingresso
è molto diversoda quello corrispondentealla forza realedel
giocatore,questoporter̀a ad una valutazionesbagliatadelle
prestazionidegli avversari. L’ aggiustamentodel punteggio al
suo ”vero” valorecomporter̀a una ridistribuzionedei punti in
eccessoo in difetto.

La cosa da fare, nel caso di un punteggio di ingresso
fisso, è comunqueuna assegnazionedel fattore

Ë
differente,

in particolaremolto più grandedi 30, dato che il punteggio
di ingressofornisce la forza del giocatorecon una grossa
indeterminazione. Per esempio,

Ë � 0b�
corrispondead

una attendibilit̀a del punteggio di ingressoequivalente alla
performancesu8 partite. Il fattore

Ë
degli avversaridovrebbe

esserediminuitodellostessofattore.

Vediamo come viene stabilito il punteggio di ingresso
dalla USCF (United StatesChessFederation). Durante le
prime 20 partite si attribuisce un punteggio provvisorio ad
un giocatore. Tale punteggio provvisorio è dato dalla media
dei PR sulle partite giocatefino a quel momento. Alla 20a
partita tale punteggio diventa definitivo e da quel momento
l’aggiornamentosar̀a fatto con le formule note. Questo
metodoforniscesicuramentedei valori più accuratiche non
il punteggio fisso, ma comportalo stessoqualcheproblema.
Prima di tutto duranteil periodo del punteggio provvisorio
le variazioni dei punteggi degli avversari devono essere
trattate in manieradiversadal solito (perch́e è chiaro che i
punteggi provvisori sonomolto instabili). Inoltre il fatto che
i PR nelle prime partite hannolo stessopesoe senzanessun
limite di tempopuò costituireun problemaseper esempioun
principianteottienepunteggi molto bassinelleprimepartite,si
scoraggia,lasciail gioco perun certotempoe tornaa giocare
solodopoesseremiglioratosostanzialmente.

Seguardiamobene,farela mediadei PRdopole prime
ª

partitevuol dire usaredei fattori
Ë

grandi che diminuiscono
progressivamentecon il numerodelle partite. Utilizziamo per
semplicit̀a le formule semplificatelinearizzate. Supponiamo
che nelle prime

ª
partite un giocatoreabbiaottenutoun PR

ugualea � . Nella sua � ªÌ)&� � -esimapartitagiocacontroun
avversarioconEloparia � � eottieneunrisultato

¥
(=1,0,-1nei

casidi vittoria, patta,sconfittarispettivamente).Il PRrelativo
all’ ultimapartitasolamentèe � � ) ¥ t�k �b� .



Facciamola mediaconle
ª

partiteprecedenti:�ºt ªz) � � ) ¥ tOk �
�ª�)a� � � )*� � � � ) ¥ tOk �b�ª�)a�
Confrontiamoquestaespressionecon la formula lineare per
l’Elo aggiornato:� ) � ËØl= �wt ¥ ) � Ë1l=�b�
� �wtb��� � � �Ö�
Le dueformulesonoidenticheper

Ëè�º�
�b�|l � ª�).� � . Quindi
alla secondapartitasi ha

Ëø� k �
� , alla decima
Ëø�ã�b�

, alla
ventesimaK=40. Questodimostraancheche non ha senso
usareun numeroelevato di partite in questafasedi punteggio
provvisorio, altrimenti il

Ë
scendeal di sotto del valore

normale,32.

SecondoMark Glickman, una soluzione di gran lunga
superiore al problema del punteggio di ingresso, consiste
nell’assegnare un punteggio preliminare ai giocatori. Tale
punteggio non deve esserefisso,ma esserebasatosu qualche
stima anchegrossolana. Glickman suggerisceun punteggio
preliminarea secondadell’ et̀a. Il gradodi fiduciacheavremo
in tale punteggio sar̀a molto basso. Per il primo torneo del
giocatoresar̀a utilizzatocomepunteggio Elo questopunteggio
preliminare,ma con un fattoreK molto grande,per esempio
150. Questocorrispondead un gradodi fiducianel punteggio
preliminarepariadunPRbasatosu2.7partite.

Ci si può chiedereperch́e una soluzione simile debba
esseresuperiorein sensostatisticoa quellabasatasui PRnelle
prime partite. Il PR basatosulle prime partite non contiene
nessunainformazionea priori sul giocatore.Supponiamoche
un certonumerodi giocatorigiochinoun torneo,e chequesti
giocatorisianotutti allo stessolivello (cioè con punteggio Elo
uguali). Ci aspettiamoche in mediaciascunodi loro realizzi
il 50% dei punti. Questoper̀o è vero solo in media,per cui è
possibilissimochequalcunodi loro vinca il torneoanchecon
unapercentualealta.Segli stessigiocatorigiocanounsecondo
torneo è anchepossibile che la classificadel primo venga
completamenteribaltata. Quindi sarebbesbagliatoassegnare
punteggi definitivi sulla basedel primo torneosolamente,in
quantopotrebbetrattarsi di fluttuazioni statistiche. L’ idea
è quindi di utilizzare il punteggio preliminareper riportare
questefluttuazioni verso la media. È chiaro che il pesodel
punteggiopreliminarediminuiràmanmanochele informazioni
attendibili(cioè le partitegiocate)si accumulano.

Nel casodella FSI, l’ ingressonella graduatoriaElo si ha
solo per i giocatori che realizzanoun certo risultato positivo
in certi tornei di promozione.Si è ammessinella graduatoria
solo con la promozione alla 3a categoria nazionale, con
1500punti, o alla 2a categoria nazionalecon 1600punti. La
promozionesi può ottenereo realizzandounacertapercentuale
(che corrispondegrossomodoad un PR di 1450 per la 3a
nazionalee 1550 per la seconda)in tornei misti, oppure,per
la 3a nazionale,realizzandoil 70% dei punti nei tornei di
promozione,riservati ai nonclassificati.Quelli chenonhanno
punteggio Elo sono considerati,ai fini della variazionedei
punteggi degli avversari,conElo paria1400o 1300,a seconda
dellacategoriasociale.

Questo suggerisceche il punteggio di ingresso nella
graduatoriaElo FSI, sovrastimi in media la forza reale del
giocatore. Nel caso di tornei open misti ciò è evidente
dal piccolo salto di circa 50 punti tra il PR realizzatoe il
punteggiochesi acquisisce.Nel casodei torneidi promozione
la sovrastima è dovuta alla eventualit̀a di giocatori la cui
prestazionedel 70%siaoccasionale,magaridopounaseriedi
prestazioniinferiori. È comunqueovvio chel’ Elo assegnato,
anchesesovrastimato,si stabilizzer̀a,dopoun certonumerodi
partitead un valore molto più vicino a quello corrispondente
alla vera forza del giocatore,ma questoprocessosar̀a più
rapidose la discrepanzainiziale è minima. Inoltre i punti in
eccessovengonoridistribuiti agli avversaridel giocatore,con
effetto inflattivo.

Quando a suo tempo è stato proposto alla FSI l’
aggiornamentodella graduatoriaElo dopoogni torneo,è stata
propostaanchel’ estensionedel sistemaElo a tutti i giocatori.
Quali sono i possibili vantaggidell’ estensionedel sistema
Elo? In primo luogoc’è il vantaggio,cos̀i evidentechesembra
banaledirlo, cheil sistemaElo verrebbeusatoperlo scopoper
il qualeèstatoinventato,cioèdi dareunavalutazionenumerica
dellaforzadeigiocatori.Questosarebbesicuramentedi grande
beneficioper i non classificatiessistessi,ma ancheper i loro
avversarinei tornei. Infatti, ai fini del calcolodelle variazioni
Elo degli avversari, viene attribuito ai non classificati un
punteggio fittizio convenzionaleindipendentementedalla loro
forza,rendendoimprecisoil calcolo.

Il problemadell’ estensionedell’ Elo a tutti i giocatori
è connessoa quello dell’ organizzazionedei tornei. In
Italia, infatti, semplificandoal massimo,vengonoorganizzati
essenzialmentedue tipi di tornei: gli openintegrali, aperti a
tutte le categorie,e i festival, in cui ci sonotorneiseparatiper
le diversecategorie. Naturalmenteci sonoanchevie di mezzo,
cometorneoapertia più categorie,maai nostrifini questonon
è rilevante.

In un open integrale un giocatore incontra avversari
appartenentia varie categorie (compresi i non classificati),
e la classificafinale è unica (anchese poi ci premi distinti
per le varie categorie). Nei festival un giocatore incontra
esclusivamenteavversaridellapropriacategoria. In un festival
gli incontri tra non classificati e giocatori con punteggio
Elo sono rari o talvolta impossibili, mentresonoabbastanza
frequentinegli open.

Nell’ ipotesi di una estensionedel sistemaElo a tutti
i giocatori, per poter assegnare un punteggio Elo ai non
classificatiin modononbanale,occorrechequestigiochinoun
numerosufficiente di partite contro giocatori in possessodi
punteggio Elo. Un sistemadel generequindi sarebbelegato
logicamentepiù a torneiopencheai festival.

Il sistemaEloFSIattuale,invece,̀epiù legatologicamenteai
festival, tenendoseparatii nonclassificati.Gli openaddirittua
comportanoprobleminel calcolodell’ Elo, dovendoricorrerea
punteggi convenzionali.

L’ estensionedell’ Elo a tutti i giocatori potrebbe
comportarequalche svantaggio? Un possibile svantaggio



è che, alle lunghe, l’ Elo dei giocatori sotto i 1500 punti,
potrebbeessereassegnato solo su basi locali. Facendouna
semplificazioneforseun po’ estrema,si può dire chegiocatori
più forti tendono a parteciparea competizioni più sparse
sul territorio italiano, mentregiocatori più deboli tendonoa
parteciparea competizionilocali o addiritturadi circolo. Un
esempiodi comequestopuò succederesonole varie fasi del
campionatoitaliano, in cui solo i giocatoripiù forti accedono
alle fasisuccessive (regionalienazionali).

Il rischio è che i giocatori più deboli possanoformare
dei gruppi di giocatori indipendenti. Giocatori appartenenti
a gruppi lontani geograficamente non giocherebbero
praticamentemai tra di loro, e il confrontotra questigruppi
sarebbesolo indiretto, attraversoavversari comuni di livello
nazionale. La conseguenzadi questofatto è che potrebbe
risultare difficile confrontare i punteggi dei giocatori di
differentilocalità.

L’ unico modo per evitare che questosuccedaè di far
competeretra di loro scacchistidi varie località, o almenoche
ci sia unaconnessioneattraversoi loro avversari. Più questa
connessionèediretta,meglio è.

In Italia, comunque, il problema non dovrebbe essere
particolarmentegrave, in quanto i giocatori delle categorie
superioripossonocostituireunabuonaconnessionetra le varie
regioni. Il problemasarebbeinvecemolto più serionel caso
dellaFIDE, se,comesi dice,si vuoleabbassarela sogliaperl’
Elo FIDE a 1500punti.

Il problemadel punteggio di ingressosi ponenon solo per
gli esordienti,ma ancheper i giocatoriconfermatiprovenienti
daaltre federazioni.In questicasila cosamigliore sarebbedi
assegnare come punteggio di ingressoil vecchio punteggio
assegnato dalla federazionedi appartenenza,eventualmente
corretto.La correzioneandrebbecalcolatasubasiempiriche.

SISTEMA ELO FRANCESE

Fino a qui abbiamo visto come il sistemaElo è stato
implementatoda varie federazionicome la FIDE, la FSI, la
USCF. Vediamoora brevementee a grandilinee comeè stato
implementatodalla FederazioneFrancese(FFE - Féd́eration
FrançaisedesEchecs).

La particolarit̀a è che per l’ Elo viene usato solo il
performancerating,e nonsi parlamai di percentualeattesa.L’
aggiornamentodell’ Elo vienefatto senzala formula standard
col fattore

Ë
, facendodirettamentela mediapesatatra il PR

ottenutonel periododi valutazione(che è di 4 mesi)e l’ Elo
precedente. I pesi sono dati secondoil numero di partite
giocate

ª
, comeabbiamodiscussoprecedentemente:��àbµ � �ó� ª E �¡ª � t���áRâ W )Êª t �'¥ª E
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. Questo equivale a utilizzare un K=50.
Ovviamentese
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. Altri due piccoli
dettagli: solo le partite dette ”compatibili” sono valide per
la variazionedell’ Elo. Una partita si dice compatibilese la
differenzatra i punteggi dei due giocatori non supera350.

Inoltre quandoil PR è minore di ��áRâ W , la variazioneviene
”frenata”pesando��áÕâ W conun fattore16:� àbµ � � �s� t���áRâ W )Êª t �'¥����)Xª
La prima valutazione dell’ Elo si ottiene a 8 partite
(compatibili) giocate. Fino a quel momentoi dati vengono
inseriti in un database. Per il calcolo dell’Elo dei non
classificati(cioè quelli che non hannoun Elo precedente)si
partedal database.Ai giocatorivieneassegnatoun punteggio
arbitrario,e sulla basedi essovengonocalcolati i PR. Questi
PR vengonoassegnati ai giocatori, e sulla basedi essiviene
eseguito un nuovo calcolo dei PR. Se uno dei nuovi PR
differisceda quello calcolatoprecedentementedi menodi 20
punti, vieneconsideratocomefinale e non vienepiù toccato.
Pergli altri vienefattaun’ altraiterazione.Il numeromassimo
di iterazioni è 25. Alla fine di ogni iterazioneviene sempre
controllatala differenzatra i PRnuovi e quelli vecchi.Quando
tale differenzaè menodi 20 punti, il PR viene congelato. Il
calcoloè quindimolto laboriosoe impossibiledafaresenzaun
computer. A parteciò, ci sonodei vantaggiin questomododi
implementarel’Elo. Primadi tutto, è a prova di scalate”alla
Ricca”. Inoltre la graduatoriàe estesaa tutti i giocatori.

SISTEMA GLICKO

Il sistemaGlicko è statosviluppatoda Mark Glickmandel
Dipartimentodi Matematicadell’ Universit̀a di Bostontra il
1993eil 1995,epropostocomesistemaperl’ USCF. È il primo
grossocambiamentoal sistemaElo chesia statoproposto. È
statocostruitosubasistatistichemoltosolide.

Il Glicko usa la stessascaladell’ Elo, quindi i punteggi
individuali hannolo stessosignificato.La differenzaprincipale
consistenel fattochenelGlicko vienefornitaancheuna”rating
deviation” (RD), che rappresental’ incertezzacon la qualeè
notoil ratingdelgiocatore.Qui occorreprecisarechequandosi
parladi ratingnonsi deveconfondereil ”parametro”ratingcon
la ”stima” delrating.Il parametrorappresentala veraabilitàdel
giocatore,ed è sconosciuto.Le formulecheabbiamodiscusso
in questoarticolo si applicanoper i parametri. Una RD=100
per un giocatorevalutato1800 significa che il suo punteggio
vero è compresotra 1700e 1900con unaprobabilit̀a del 68%
(1 sigma),oppureche è compresotra 1600 e 2000 con una
probabilit̀adel 95%(2 sigma).

L’idea che sta dietro all’ introduzione della RD è la
seguente: due giocatori con uguale punteggio giocano una
partita.Unodi loro èstatoinattivo peruncertotempo,diciamo
unanno.L’ altro invecehagiocato50partitenell’ ultimo anno.
È chiarocheil punteggiodelsecondogiocatorèepiù affidabile,
in quantoèstatocalcolatorecentementeesullabasedi uncerto
numerodi partite. Quindi il punteggio del primo giocatoreè
conosciutocon pocaprecisione,mentrequello del secondòe
conosciutoconunaprecisionemaggiore.Il gradodi affidabilità
si riflette nel fattoreK. Dopo la partita, il punteggio Elo del
secondogiocatoredovrebbeesserevariatodi poco. Inoltre egli
ha giocatouna partita contro un giocatoreil cui punteggio è
conosciutocon una grandeindeterminazione,per cui il peso



che dobbiamodare al risultato della partita dovrebbeessere
ancorapiù piccolo.

Per il primo giocatoreè vero il contrario. Già il fatto che
il suo punteggio è noto con una notevole indeterminazione
implica che il suo pesonell’ aggiornamentodell’ Elo deve
esserebasso,e quindi dobbiamodaremolto pesoal risultato
dellapartita. Inoltre partitaè statagiocatacontroun giocatore
il cui punteggio è noto con precisione,per cui il risultato
fornisce una stima relativamenteattendibile della forza del
primogiocatore,equestòea favoredi unpesomaggiore.

Ne concludiamochein genereil fattore
Ë

perun giocatore
dovrebbeaumentarecon l’aumentaredellaRD propriae conil
diminuiredellaRD dell’avversario.

Il sistemaGlicko, quindi, corregge un difetto del sistema
Elo originale,l’ arbitrariet̀a del fattoreK. Nel sistemaGlicko,
infatti, K è una funzione ben precisadelle RD, e l’ unica
assunzioneche si deve fare è quella sulla RD del punteggio
inizialedi ungiocatore.Gli InternetChessServers(ICS)usano
il sistemaGlicko, e per i giocatori che giocanoper la prima
volta vieneassuntoun rating iniziale pari a 1720(grossomodo
il punteggio medio del totale dei giocatori) e una RD pari a
350,sufficientequindiacoprireun largo intervallo di punteggi.
Man manocheil giocatoregiocale suepartite,il ratingviene
aggiornatoe anchela RD, che diminuisceprogressivamente
conl’ aumentaredelnumerodellepartite.

La RD aumentacol passaredel tempo,pertenerecontodel
fatto che il rating vero di un giocatorepuò cambiare. Dato
che non sappiamodire nientesulla variazionedel punteggio,
includiamoquestanostraignoranzaaddizionalenella RD. La
RD aumentain particolaredurantei periodidi inattività.

Nel sistemaGlicko c’è quindi bisognodi un’ altra ipotesi,
cioè la leggeconla qualela RD aumentanel tempo.Glickman
consiglia di assumerefunzioni che danno l’ aumento del
quadratodella RD di tipo lineareo logaritmico, con costanti
chevannodeterminateempiricamente.Seun giocatoregioca
adunritmo talepercui la RD diminuisceconl’ aggiornamento
più di quantoaumenti col tempo, la sua RD è destinataa
diventaretroppo piccola, e quindi anche il K, cos̀i che le
partite che gioca sarannopraticamenteininfluenti sul suo
punteggio. Quindi anchequi è consigliabile introdurre un
nuovo parametro,la RD minima di un giocatore. La RD
diminuiscemenoquandola differenzatra i ratingdel giocatore
e dell’ avversarioè maggiore.

Unaconseguenzadell’ introduzionedelleRD, è chein ogni
partita,anchetragiocatoridellastessaforza,nonèpiù veroche
quellochevieneguadagnatodauno(in terminidi punti),viene
persodall’ altro, poich́e i valori di K possonoesseredifferenti
per i due giocatori. Intuitivamente,infatti, è il punteggio
noto con minore precisioneche è soggettoad un maggiore
cambiamento,avendounmaggioreintervallo di valori possibili
a disposizione.

Le formulematematichenel sistemaGlicko sonobasatesu
unaanalisiBayesianaapprossimataperil problemadel calcolo
dell’ abilità del giocatorea posterioridopoun certonumerodi
partite. Seguendola notazionedi Glickman,indichiamocon

�

l’ abilità di un giocatore,che assumiamodistribuita in modo
gaussianoconmedia� evarianza
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Dopoun certotempo � , cosniderandopossibili variazionidell’
abilità, si assumechel’ incertezzasull’ abilità siaaumentata,e
questosi riflette in un aumentodella varianza,per esempioin
modolinearecol tempo:� e�� j � ª �	� Í�> ¾ )�
 ¾ �Õ�
Questàequellacheassumiamocomedistribuzioneapriori dell’
abilità del giocatorenell’ analisibayesiana.La distribuzionea
posteriori,dopoavergiocato
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dove � ° sonoi risultati 0, 1/2, 1) controgli avversaridi abilità� °
duranteil periododi valutazione(gli indici ¿ si riferiscono

all’ insiemedi tutti gli avversari),
�

la funzionedi distribuzione
gaussianaconle datemediee varianzeperil giocatoree pergli
avversari,e ¢ è la likelihood:¢�� �� � ° Í � ° � � Ò ° x ° t � � � ° � � ° Í�> ¾° �
doveabbiamopostox ° � � ��� e�� G � ² j }�³ E�E � ~ ²�[)a�s� e�� G � ² j }Õ³ E�E
Le partite contro lo stessogiocatore vengono considerate
come partite diverse contro diversi avversari con la
stessaabilità. Il passosuccessivo è l’ integrazione della
likelihood rispetto ai punteggi degli avversari per ottenere
la likelihood marginale. Per fare questo approssimiamo
i vari fattori x ° a funzioni cumulative gaussiane,il che,
come abbiamovisto precedentemente,̀e lecito, e la media
e la varianza corrispondenti sono rispettivamente

� °
e� ¾ � ��k �
�|lonqpbry�s� � ¾ � < ¾ l=� � . La likelihood diventaquindi il

prodottodi tanti integrali indipendenti,ciascunosullavariabile� °
, ognunocostituitodal prodottodi unagaussiana

�
per una

funzionecumulativagaussiana
�

.

A questopuntosi sfruttala seguenterelazione:@ � � �� � ° Í � ¾ � � � � ° � � ° Í�> ¾° � T � ° � � � �� � ° Í � ¾ )Ê> ¾ �
Quindi i risultati delle integrazioni sarannotante funzioni
cumulative gaussiane(cheapprossimiamodi nuovo a funzioni
logistiche)conmedie� ° e varianze] k �b�nqpbr���� ^ ¾ < ¾� )B> ¾°
Ogni integraleèquindiugualea:� ° � � Í � ° � ��� �s� Á e�� I j e�� G�� ² j }�³ E�E � ~ ²�[)a�s� Á e�� I j e�� G�� ² j }�³ E�E



dovesi èposto ßí� k �b�n�p
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Gli integrali con i valori � ° � ��� 0

devono esseretrattati
diversamente,mail loro trattamentosimile a quelli con � ° �&�
o � ° �&� è giustificabileperinterpolazione,secondoGlickman.
In ogni caso,i risultati chesi ottengonopossonoessereestesi
a valori seminteri. La likelihood marginale è quindi uguale
approssimativamentea¢�� � Í � ° � � Ò ° � °
Il passosuccessivo in questaanalisi è l’ approssimazione
di ¢ ad una gaussianae la determinazionedella media e
della varianza. La discussionesulla legittimità di questa
approssimazionèe simile a quella fatta a propositodel PR
calcolatoconla likelihood.Ricordiamoquindicheènecessario
cheil numerodi partitenonsiatroppopiccoloe il risultatonon
troppovicino a 0 o al 100%.Cerchiamoprimail massimodi ¢
ponendougualea0 la derivatadel logaritmo:ÝÝ � n�p
r ��¢� �aß ¯ ° # � > ¾° ��� � ° ��� ° � �a�
doveabbiamoposto� ° � ��[)a�s� G Á e�� I j e�� G�� ² j }Õ³ E�E
Quest’ ultima quantit̀a rappresentala probabilit̀a di vittoria
contro l’ avversario ¿ tenendo conto dell’ incertezzasul
punteggio di questi. L’ effetto è quello di ridurre in valore
assolutola differenzatra il rating del giocatoree quello dell’
avversario. Rispettoalla probabilit̀a di Bradley-Terry pura,
questaprobabilit̀a è quindi più vicina a 0.5. Se l’ incertezza
sul rating dell’ avversarioè molto piccola, allora il risultatto
numerico sar̀a molto vicino a quello della probabilit̀a di
Bradley-Terry. Se invece l’ errore è molto grande(cioè l’
avversarioha punteggio praticamentesconosciuto),allora la
probabilit̀a è 50%.

Perla derivatasecondasi ha:Ý ¾Ý � ¾ n�p
r ��¢� �aß ¾ ¯ ° � # � > ¾° �Õ� ¾ � ° � ����� ° � � �¹ ¾
dove
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è la varianza della distribuzione gaussianache

approssimala likelihoodvicino al massimo.

Assumiamoora cheil puntodi massimodi
nqpbr ��¢� , �� , non

siamoltodistanteda � , percui
¹

può esserecalcolatoper
� � �

inveceche �� . Questaapprossimazionèe ragionevole perch́e i
prodotti

� � ����� � cambianopocoal variaredi
�
.

Il risultato che abbiamo ottenuto è quindi che la
distribuzionemarginalea posterioriè datadal prodottodi due
gaussiane,conmedie� e �� , e varianze
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La mediae la varianzaa posteriorisonodateda> ½ ¾ � ] �> ¾ ) �¹ ¾ ^ G
Ñ

� ½{�.>K½ ¾ � �> ¾ ) ��¹ ¾��� � ) �dlv¹ ¾�vlv¹ ¾ )a�dlv> ¾ � �� � �D�
Cerchiamoora una approssimazioneper �� . Per fare ciò,
torniamoall’ equazione

T n�p
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cos̀i chel’ equazionediventa � �� � � ¯�° # � > ¾° � � °
Sviluppiano

 
in seriedi potenzeattornoal punto� eprendiamo
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Questaè la formulafinale per l’ aggiornamentodel punteggio
Glicko. Il terminetra parentesipuò essereconsideratocome
unadifferenzatra il risultatorealizzato� ° e il risultatoatteso.
Tali differenze,moltiplicateperi fattori

#
, vengonosommatee

il risultatomoltiplicatoperl ’analogodel fattore
Ë

del sistema
Elo. Tale fattoreaumentaquandole incertezzesui punteggi
diminuiscono.Le incertezzesui punteggi degli avversarisono
contenuteanchenei fattori

#
. Se tali incertezzesonomolto

grandi,i fattori
#

sonopiccoli, percui il punteggio aggiornato
differirà pocodal punteggio vecchio. Seinvecetali incertezze
sonomolto piccole,percui si può porre

#�` �
, allorasi ritrova

la formuladi aggiornamentoperil sistemaElo, conËÞ� ß�dl=¹ ¾ )«�vlv> ¾
Molto approssimativamente,si trova
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dove

ª E è il numerodi partitesul qualeil punteggio iniziale
è basato. Ciò equivale grossomodoad una mediapesatatra
punteggio vecchio e performancenel periodo di valutazione
con pesi

ª E e
ª

. Nel sistemaElo standardil peso del
punteggio iniziale viene ridotto artificialmentea

ª E ��ª , in
mododaevitarecherisultati troppovecchiinfluiscanotroppo.
Nel sistemaGlicko ciò è ottenutoaumentandola varianzadella
distribuzioneapriori.



Il sistemausatoinizialmentedalla PCA e poi dalla WCC,
che ora si chiamaProfessionalWorld ChessRanking,per la
classificamondialedei top 150GM, è unavariantedel Glicko,
sviluppatada un gruppodi personetra cui Mark Glickmane
Ken Thompson. Una delle principali differenzeè che viene
consideratoil fatto che col Bianco le probabilit̀a di vittoria
aumentano.Subasistatistiche(per i top GM) il vantaggiodel
Bianco è stato quantificatocome32 punti a favore. Inoltre
è diversoil pesodelle varie partitegiocateduranteil periodo
di valutazione,che è di un mese. Il pesoè proporzionalea�dlOª

, con
ª � �

perl’ ultima partita,
ª �º

perla penultima,ªÌ�«�
perla terzultima,e cos̀i via.

ANALISI BAYESIANA DELLA SINGOLA PARTITA

In questo capitolo affrontiamo il problema dell’
aggiornamentodel punteggiodopounasolapartita.Seguiremo
lo stessometodousatonella discussionesul sistemaGlicko,
cioè un’ analisi bayesianaapprossimata.In tale discussione
la likelihoodmarginale(integratasulle abilità degli avversari)
venivaapprossimataadunagaussiana.Questaapprossimazione
non ha sensoquandoun giocatorerealizza0 punti oppureil
100%deipunti. Questosuccedenelcasodi unasingolapartita,
senonfiniscepatta(la pattacomunquenonvienecontemplata
dai modelli di coppiecomparabilie richiedeun trattamentoa
parte).

Riferiamocial modellodi Bradley-Terry. Prendiamoil caso
di ungiocatoreA, conpunteggio � chegiocaunapartitacontro
ungiocatoreB conpunteggio

 
.

Introduciamo,comenelsistemaGlicko, le ratingdeviations,> � e
> � per i due giocatori A e B rispettivamente. Questo

significa che le abilità dei due giocatori, che chiameremoV � e
V � , sono da considerarsivariabili casualiche seguono

distribuzionigaussianeconmedie� e
 

e varianze
> ¾� e

> ¾�� � � V � � � Í�> ¾� � ��� � V � � � Í�> ¾� �� � � V � �  dÍ�> ¾� � �#� � V � �  dÍ�> ¾� �
dove � � V � � Í�> ¾ � � �; v<?>%$'&)( Y � � � V � �D� ¾> ¾ _

La probabilit̀adi vittoria perA èdatada* � ��[)«��� G,+ JML.-dN
L./·Qfigig10� ��[) $'&)( Æ���ß � V � � V � �·È
dove

ß'�$nqpbr����|l k �b� . Conbuonaapprossimazionesi ha* ` � � V � � V � Í < ¾�
ß ¾ � �@ CE �; =< �<wlvß ; � $'&)( Y � � �32 � � V � � V � �Õ� ¾< ¾ lv�
ß ¾ _ T 2� � � V � � V � ÍÕ< ¾ lv�
ß ¾ �

Consideriamoper ora la vittoria di A su B. In tal casola
distribuzioneaposterioridell’ abilità di A sar̀adatada� � � V � � � Í� � � ¢ � � V � � V � �ot � � � V � � � Í�> ¾� �¢ � � V � � V � � � * t � � � V � �  dÍ�> ¾� �

Integrando ¢ � � V � � V � � su
V � si ottiene la probabilit̀a

marginale.Facciamousoancoraunavoltadellarelazione@ � � V � 4 Í � ¾ � � � 45� � Í�> ¾ � T 4 � � � V � � Í � ¾ )Ê> ¾ �
Nel nostro caso

V � rappresenta
V
,
V � rappresenta

4
, �

rappresenta
 
,
ß ¾ < ¾ l=� rappresenta� ¾ e

> ¾ rappresenta
> ¾� , e se

approssimiamola probabilit̀adi vittoria conla funzione
�

si ha¢ � � V � � � � � V � �  dÍÕ< ¾ lv�
ß ¾ )B> ¾� �
Approssimandodi nuovo alla funzionelogisticasi ha¢ � � V � � � ��[) $'&)( � ��ß�# � V � �! �Õ� ���[)a�s� G�6figig eq� - G � j � ©
doveabbiamoposto# �Þ]K�[) �b> ¾� ß ¾< ¾ ^ G

Ñ } ¾
© rappresentala probabilit̀a di vittoria correttaper il fattoche
l’ abilità dell’ avversarionon è notacon precisione.Sefosse
notacon precisionetale che

> � `ð� , allora si riduceal valore
chesi ottienecon la formuladi Bradley-Terry. Seinvece

> � è
grandissimo,allora

# `«�
e © `.�/��0

.

La distribuzioneaposterioridell’ abilitàdi A diventaquindi� � � V � � � ©+t � � V � � � Í�> ¾� �
Questafunzione,prodottodi una gaussianaper una funzione
cumulativa gaussiana(con buona approssimazione),avrà
ancoraun andamentoa campana,conun massimoperun certo
valoredi

V � , e tender̀a a 0 per
V �87 2'3 . Essaapprossima

molto beneunagaussianase
V � è molto lontanoda

 
, mentreè

piuttostoasimmetricase
V � è vicino a

 
.

Per avere il valore aggiornatodel punteggio di A baster̀a
prendereil valoredi aspettazionedi

V � , cioè la media.I calcoli
sonomolto più semplici se invecedella mediaprendiamola
moda,cioè il valoredi

V � per il quale
� � � V � � è massima.Per

semplificareulteriormenteconsideriamoil logaritmodi
� � � V � �9 � V � � �$nqpbr � � � � V � �Õ� �anqpbr © � � � V � � ��� ¾> ¾� ) �O£ � � �

FacendousodellaseguenterelazioneÝ ©Ý V � �aß�# ©ã� �y� ©&�



si ottiene Ý 9 � V � �Ý V � �aß�# � ��� ©&� � V � � �> ¾�
Perla derivatasecondasi haÝ ¾ 9 � V � �Ý V ¾ � �&��ß ¾ # ¾ ©ã� ��� ©&� � �> ¾�
La nuova stimaper l’ abilità � ½ sar̀a datadalla soluzionedell’
equazionein

V � V � � � �.> ¾� ß�# � �y� ©&�
mentreperla nuovavarianza

> ½ ¾� si ha�> ½ ¾� � �> ¾� )Bß ¾ # ¾ ©ã� ��� ©&�
Consideriamoora il casoin cui A viene sconfitto da B. La
distribuzioneaposterioriè datada� ~ � V � � � Í� � � ¢ ~ � V � � V � �ot � � � V � � � Í�> ¾� �¢ ~ � V � � V � � � � ��� * � t � � � V � �  dÍ�> ¾� �
L’ integrazionesu

V � ci da’¢ ~ � V � � �&��� ©
Prendendoil logaritmo e procedendocome nel caso della
vittoria si ottienel’ equazionein

V � :V � � � �«> ¾� ß�# � � ©&�
mentreper la varianzail risultatoè esattamentelo stesso.Le
dueequazioniper la vittoria e per la sconfittapossonoessere
unificatechiamando

¥
il risultatodellapartita,cioè0 in casodi

sconfittae 1 in casodi vittoria:V � � � �a> ¾� ß�# � ¥ � ©&�
e possiamo addirittura fare di più, cioè generalizzarel’
equazioneal caso di patta,

¥ �÷��� 0
. In questocaso la

variazionedel punteggio starebbea met̀a stradatra vittoria e
sconfitta,comesi intuisce.

Occupiamoci ora della soluzione dell’ equazione. L’
incognita

V � è contenutasia al primo membrocheal secondo
membro,in ©ã� V � � .

Sviluppiamo ©ã� V � � in serie di potenzeattorno ad � e
fermiamodial primoordine:© ` ©ã�(��� ) � V � � �m��© ½ ����� �©ã����� )Êß�# � V � � ����©ã�����O� ��� ©ã�(���Õ�
Risolvendoin

V � � � si ottieneV � � � � > ¾� ß�# � ¥ � ©&��[)B> ¾� ß ¾ # ¾ ©ã� ��� ©&�
Si potrebbeesseretentati di approssimare©ã� V � � ` ©ã�(�m� ,
cioè di prendere© all’ ordine 0 in

V � . Per capirese ciò è

lecito, vediamonumericamentequantopuò valereil secondo
terminedel denominatore.Seconsideriamoche

ß�#Z`è�dlb=�b�
e ©ã� �í� ©&� `å�vl k (anzi è il suomassimovalore),

> � `ã�b�
(punteggio iniziale ottenutosulla basedi 25 partite,con

ËÚ��|
, e considerandol’ errorecome

` k �b�|l ; ª ), tale termine
risultadell’ ordinedi 0.04,quindi abbastanzapiccolonel caso
di unasingolapartita.

Seconfrontiamoquestaformulaconquelladel sistemaElo,
vediamocheapprossimativamenteËÞ�«> ¾� ß�#
Poniamo

> ¾� ` k �b�ml�ª E , con
ª E ugualeal numerodi partite

sulqualeèbasatoil punteggioinizialedelgiocatore.Il fattore
#

dipendedallaratingdeviationdell’ avversario.Quandoquestàe
ugualea 80(ratingbasatosu25partite,

ËÞ�a�

),
#Å�.�/� ò|�

. Se
l’ avversariohagiocatoun numeropiccolodi partite,

#
diventa

più piccolo. Se
> � `z�b�b� , allora

#é�z�/�M�
. In generalesi può

approssimare
#Ê` � ��) �b��
lOª � � G

Ñ } ¾ `ñ�'�«�/� �|lOª � (
ª � è il

numerodi partitesulle quali è basatoil punteggio di B). Sel’
avversariohapunteggiononprovvisorio,

#Å`*�
, quindiËÞ` �b�b�ª E

Seinvecel’ avversarioha punteggio provvisorio, il fattore
Ë

deveessereridottodi un fattore
#
. Analogamentele probabilit̀a

di vittoria devonoesserecorrette,riducendola differenzatra i
punteggi di un fattore

#
.

Seconfrontiamole formuleottenuteconquelledel sistema
Glicko, vediamochesonoidentiche. In effetti i calcoli sopra
possonoessererifatti in modo generaleal casodi

ª
partite

controaltrettantiavversari,e si ottengonoesattamentele stesse
formule del Glicko. Nel nostrocaso,per̀o non è statafatta
l’ approssimazionedella likelihood marginale a gaussiana.
Abbiamo quindi dimostrato la validità del sistemaGlicko
anchequandoungiocatorerealizza0 puntio il 100%deipunti.

Il sistemaElo e il sistemaGlicko dannosostanzialmentegli
stessirisultati. Le differenzesi hannoquandoi giocatorihanno
delle rating deviations non trascurabili. Questosi verifica
quandoper esempionon sono state accumulateabbastanza
partiteper dareunavalutazioneprecisadella forza e quandoi
giocatorirestanoinattivi peruncertoperiodo.

Naturalmentel’ Elo può esserecorretto in modo tale da
incorporarei casiconratingmenopreciso,peresempiousando
diversi valori di

Ë
, ma la teoria non prescrive come. Già il

fatto che
Ë

sia diverso nelle tre fascedi punteggi limitate
da 2400 e 2100, appareun po’ arbitrario. Il sistemaGlicko,
invece,ci diceesattamentecometrattarequesticasi.

Peresempio,nel sistemaElo non c’è nessunaindicazione
sucometrattarele partitedi un giocatorecontroavversaricon
punteggio provvisorio (o che hanno giocato poche partite).
Nel sistemaGlicko, come abbiamovisto, l’ incertezzasul
punteggio dell’ avversarioè contenutanel fattore

#
. Facendo

una cruda approssimazione,si può stimare l’ effetto dell’
incertezzasul punteggio dell’ avversariocomeuna riduzione
di
Ë

di un fattore
ª � l � ª � )*� � . È chiarochetale riduzione



è significativa solo se il numero di partite giocate dall’
avversario,

ª � , è moltopiccolo,diciamominoredi 5.

In linea di principio, quindi, quandoun avversarioè da
considerarsiesordiente, si possono considerarele partite
giocatecontrodi lui con un

Ë
ridotto di 1/2. Dopo il primo

torneoo il primo periododi valutazione,il numerodi partite
giocate dovrebbe esseresufficiente per considerareil

Ë
normalesenzanessunariduzione.

L’ effetto dell’ incertezzadel rating del giocatoredi cui si
vuolecalcolarela variazione,inveceè già statodiscusso.

IL CASO ELO ITALIA

In questo capitolo prendiamo in considerazionealcune
statisticherelative all’ Elo dei giocatori italiani, basatesulla
graduatoriaElo Italia delgennaio2000.

Il numerototaledei giocatori,7481,è ripartito nelle varie
categorie come mostrato dalla tabella 1. Nella cetegoria
Maestri (M) sono inclusi anchequelli in possessodei titoli
FIDE (Maestro FIDE, Maestro Internazionale e Grande
Maestro).La categoriapiù popolatàe la

 �
nazionale.

Table1
Giocatorinellevariecategorienelgennaio2000

Categoria Giocatori

3N 1425
2N 2947
1N 1651
CM 1123
M 335

Totale 7481

La distribuzionedei giocatori nelle varie fasceElo (ogni
fasciaèdi 100punti) è inveceriportatadallafigura9.
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Figure9: Distribuzionedell’ Elo deigiocatori

La massimapopolazionesi ha nella fascia1500-1600.La

correlazionecon la tabella1 suggeriscequindi chei limiti Elo
della fasciarelativa alla

b�
categorianazionalesonodiversida

quelli ”teorici” 1600-1700.

Questopuò esserevisto più in dettagliodalle distribuzioni
dell’ Elo per categoria. Le figure dalla 10 alla 14 riportano
tali distribuzioni per la

�|�
nazionale,la

b�
, la

���
, i Candidati

Maestriei Maestri.Sevogliamostabiliredeilimiti Elo ”pratici”
entroi qualisi trovanola maggiorpartedeigiocatoridi ciascuna
categoria,si ha1400-1550perla 3N, 1500-1700perla 2N. Per
la1Nei CM si haunasoddisfacientecorrispondenzaconi limiti
teorici,cioè1700-1900e1900-2100.Peri Maestri,invecesi ha
2000-2500.

In ciascunacategoriail piccosi trova sul punteggio teorico,
a partela 1N chehaundoppiopiccodi difficile spiegazione.
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Figure10: Distribuzionedell’ Elo nellaterzacat.nazionale

Table2
Elo mediodellecategorie

Categoria Media Deviaz. standard

M 2162 118
CM 1944 92
1N 1753 72
2N 1580 57
3N 1485 52

Tot. 1681 195

La tabella2 riassumei valori medi dei punteggi Elo per
le varie categorie e per il totaledei giocatori. La deviazione
standarddipendedalleampiezzedellefasceElo dellecategorie.

È interessantevedereil numerodi giocatori ”retrocessi”,
cioè con Elo inferiore a quello teoricodella categoria. Per la
3N il giocatori con menodi 1500 punti sono45.5%,mentre
per la 2N quelli con menodi 1600sonoil 50.7%. Si può fare
il confrontocon gli stessidati per la 1N e CM, per le quali si
ha rispettivamente16.1%e 19.5%. Questinumeri, per̀o non
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Figure11: Distribuzionedell’ Elo nellasecondacat.nazionale
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Figure12: Distribuzionedell’ Elo nellaprimacat.nazionale

sonodirettamenteconfrontabili con quelli per la 3N e la 2N
in quantocorrispondonoa fasceElo più larghe (200 punti).
Perfareil confrontoprendiamoquindi, per 1N e i CM, solo i
giocatorichehannorispettivamentemenodi 1800e2000punti.
Le percentualidiventanoquindi 24.8%perla 1N e 26.3%peri
CM, quindiancoramoltoal di sottodeivalori della3N e la 2N.

Una spiegazionedi questofatto può essereil meccanismo
con il qualesi è promossi3N e 2N. Abbiamoosservato,nella
discussionesul punteggio di ingressonella graduatoriaElo
Italia, chequestièmoltoprobabilmentesovrastimato,in quanto
viene assegnato trascurandoeventuali precedentiprestazioni
negative. Successivamente,quindi, il punteggio si stabilizza

X
:0

720

40
�60
 80
8100

120
9140
9160
9180

1500
9

1600
9

1700
9

1800
9

1900
9

2000
:

2100
:

2200
:

ID
<
Entries
Mean
?
RMS
>           12345

           1123
  1944.
  92.50

Figure13: Distribuzionedell’ Elo peri CandidatiMaestri
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Figure14: Distribuzionedell’ Elo peri Maestri

ad un valorepiù giusto,ancheseil titolo di categoria rimane.
Il perch́e la percentualedei ”retrocessi” sia maggiorenella
2N che nella 3N non è molto chiaro. In linea di principio ci
si potrebbeaspettareil contrario,visto che per la 3N c’è un
meccanismoin più di promozione(i tornei di promozione)
con possibilit̀a di sovrastima. È vero ancheper̀o che per la
promozioneda 3N a 2N c’è la possibilit̀a di promozione”a
salto” (ai 3N che realizzanola percentualedi promozione
viene assegnato direttamente1600 come nuovo punteggio,
superioreal punteggiochesi avrebbefacendol’ aggiornamento
normale).

Perle categorie1N e CM i ”retrocessi”sonorelativemente



molto meno,e ciò è spiegabile con fatto che la promozione
a questecategorie viene ottenutaaumentandogradualmente
il proprio punteggio. Quindi, quandoun giocatorearriva alla
soglia della categoria, è abbastanzacerto che quel valore
corrispondealla suaforza. Perquesteduecategorieè evidente
dalle distribuzioni una caratteristica,presenteancheper la
3N e la 2N ma in misuraminore,vale a dire la discontinuit̀a
a ”gradino” ai valori di sogliadelle categorie. Una possibile
spiegazionedi questofattopotrebbeesserechei giocatori,una
voltavarcatala sogliadellapromozione,rimangonoinattivi per
uncertotempo(almenounsemestre)perevitaredi retrocedere.

Per i Maestri la percentualedi giocatori sotto al valore
teorico (2100) è il 26.6% del totale, e 38.9% se riferita a
quelli chehannomenodi 2200punti. Per̀o le considerazioni
che abbiamofatto sono difficilmente applicabili ai Maestri,
in quanto il meccanismodi promozione ha subito vari
cambiamenti.

Nella graduatoriaElo FSI del gennaio2000 ci sono651
giocatoriin possessoanchedell’ Elo FIDE. La figura15mostra
la distribuzionedell’ Elo FIDE per questigiocatori. Comesi
può vedere,l’ Elo FIDE parteda2000punti.
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Figure15: Distribuzionedell’ Elo FIDE.

La figura 16, invece, mostra la distribuzione dell’ Elo
Italia per i giocatori che hannoanchel’ Elo FIDE, ed ha un
andamentopiuttostodifferente.

La relazionetra Elo Italia e Elo FIDE è mostratanella
figura 17. Sull’ assedelle ascissèe rappresentatol’ Elo Italia
e sull’ assedelle ordinate è rappresentatol’ Elo FIDE. È
abbastanzaevidente che sebbenela relazionesia con buona
approssimazionelineare, il coefficiente angolaredella retta è
maggioredi 1.

Questopuò esserevisto meglio nellafigura18, chemostra
la differenzatra Elo FIDE e Elo Italia in funzionedell’ Elo
Italia. L’ Elo FIDE medio risulta sistematicamentemaggiore
dell’ Elo Italia, specialmentesottoi 2200,eperunbuonnumero
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Figure16: Distribuzionedell’ Elo Italia peri giocatoriconElo FIDE.
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Figure17: Elo FIDE in funzionedell’ Elo Italia.

di giocatoritaledifferenzàe superioreai 200punti.

È probabilecheuncomportamentodelgeneresiadovutoad
una sovrastimadell’ Elo FIDE nella zonasotto i 2200 punti,
legataal meccanismodi acquisizionedell’ Elo FIDE.

Relativamenteall’ et̀a dei giocatoriin graduatoria,la figura
19mostrala distribuzionedeigiocatoriperannodi nascita(tutti
nati tra il 1900e il 200)neicasiin cui questodatoènoto(6176
su7481).L’ et̀a mediarisulta40anni.

La figura20 mostrala distribuzionedel punteggioElo per i
natidopoil 1980.

Il numerodei giocatori nella graduatoriaElo è riportato
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Figure18: Differenzatra Elo FIDE e Elo Italia in funzionedell’ Elo
Italia.
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Figure19: Distribuzionedeigiocatoriperannodi nascita

in figura 21, a partire dal secondosemestredel 1997 fino al
secondosemestredel2000(7 semestriin tutto).

La variazionedel numerodi giocatori può esserevalutata
meglio se guardiamola variazionedel numerodei giocatori
rispettoal semestreprecedente,riportatain figura22.

La figura23 riporta la mediadei punteggi Elo dei giocatori
presentiin graduatoriaper gli stessisemestri.Vengonoanche
riportate le stime degli errori statistici sulle medie, calcolati
dividendo la deviazione standarddelle distribuzioni per le
radici quadratedei numeridei giocatori. Tali errori vannoda
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Figure20: Distribuzionedell’ Elo deinatidopoil 1980
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Figure21: NumerodeigiocatorinellagraduatoriaElo Italia

un massimodi 2.6 per il punto più a sinistrae diminuiscono
progressivamentefino a 2.2peril puntopiù adestra.

Il saltotra il primo e il secondosemestredel 1998è dovuto
al fattochein quelperiodoil sistemaElo è statoestesoanche
alla

�|�
categoria nazionale,per cui si è avuto un aumento

anomalo del numero dei giocatori in graduatoria, e una
diminuzionealtrettantoanomaladell’ Elo medio, in quantoi
3N sonoentraticol punteggioconvenzionaledi 1500.

A partequesto,̀eevidenteunandamentodeflattivo piuttosto
significativo, benoltre l’ errorestatistico.

Perconcluderequestocapitolo,torniamoai meccanismidi
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Figure22: Aumentodel numerodei giocatorinella graduatoriaElo
Italia
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Figure23: MediaElo deigiocatoriin graduatoria

promozionealla
� �

e alla
 �

categoria nazionale. Abbiamo
già osservatocomequestimeccanismisianoapprossimativi, in
quantoconsentonol’ entratadi un giocatorenella graduatoria
Elo nazionale con un certo punteggio ma rinviano l’
aggiustamentodi essoa quandoil giocatorehaaccumulatoun
numerosufficiente di partite. Per avere un’ idea dell’ entit̀a
dell’ approssimazioneconsideriamoun esempiopratico, un
torneosvoltosi realmente,i cui risultati si trovanonella tabella
3. Comesi vede,su9 partecipantici sono5 NC, 3 giocatoridi�
�

nazionale,1 giocatoredi

�

nazionalee 1 giocatoredi
���

nazionale.In basealle tabelledi promozionedellaFSI,si sono

avutele seguentipromozioni:� Il giocatoren. 3 (
�
�

naz.)promossoalla
b�

nazionale;� Il giocatoren. 9 (NC) promossoalla

�

nazionale;� Il giocatoren. 6 (NC) promossoalla
�|�

nazionale.

Ai fini del calcolodell’ Elo i giocatoriNC sonoconsiderati
a 1300punti. Dopo il torneoi punteggi dei giocatori3, 9 e6
sarannoquindi1600,1600e 1500rispettivamte.

C’è mododi saperesequestivalori riflettono realmentela
forza di questi giocatori? Il modo più sempliceè quello di
calcolareil PRdeivarigiocatori.Ovviamentedobbiamobasarci
sui punteggi iniziali dei giocatori,e per i NC non abbiamodi
meglio cheprendereil punteggioconvenzionaledi 1300.

Table3
TorneoOpen

Giocatore Elo Turno1 2 3 4 5

1 1872 +5 +4 +9 +3 =2
3 1500 +7 +2 +4 -1 +8
2 1600 +6 -3 +5 +9 =1
9 NC +10 +6 -1 -2 +7
6 NC -2 -9 +8 +10 +4
4 1467 +8 -1 -3 +5 -6
5 1440 -1 +7 -2 -4 +10
7 NC -3 -5 +10 +8 -9
8 NC -4 +10 -6 -7 -3
10 NC -9 -8 -7 -6 -5

Ottenutii valori del PR per i giocatoriNC, questipossono
essereusaticomepunteggi iniziali perunanuova iterazione,al
postodei1300convenzionali.Si procedecos̀i in modoiterativo
finchè i valori nonsi stabilizzano.La tabella4 mostrai risultati
fino alla quartaiterazioneper i giocatoriNC. Dopo la quarta
iterazionei valori cambianodi menodi 5 punti e possiamo
considerarlistabili.

Table4
PerformancesgiocatoriNC

Iterazione n. 6 n. 7 n. 8 n. 9 n. 10

1 1473 1288 1133 1554 928
2 1416 1231 1091 1512 978
3 1410 1224 1078 1499 938
4 1396 1209 1068 1489 930

Peri giocatori6 e 9 la discrepanzatra punteggioottenutoe
performancèe superioreai 100punti.

La performancedell’ altro giocatorepromosso,il n. 3, è
invece1683.

CONCLUSIONI

Il sistemaElo deve una grossaparte del suo successoal
fatto che ha delle basi statisticheben fondatee che alla fine
può essereapplicato utilizzando poche e semplici formule
matematiche.I modi di applicazionedel sistemasonomolti



(per esempio per quanto riguarda l’ aggiornamentodel
punteggio),ma in lineadi massimapossonoessereinterpretati
in terminidi diversivalori deiparametrifondamentali.

Sistemimodificati,più precisie più fondati statisticamente
sonostatisviluppati(peresempioil sistemaGlicko), perdendo
per̀o la semplicit̀amatematicaoriginaria.

In generaleil sistemaElo ha dimostrato di funzionare
abbastanzabene. Ci sonostati tuttavia casiancheeclatantiin
cui il sistemaha rivelato delle carenze. Il ”caso Ricca” è il
casopiù famoso,maesisteevidenzadi altri casi,specialmente
di promozioni ottenuteallo stessomodo. Anche a livello
internazionalealcuni giocatori praticamentesconosciutisono
riusciti adinserirsinei top100.

Con la panoramicasul sistemaElo cheabbiamopresentato
in questo articolo ci auguriamodi aver chiarito un certo
numero di aspetti anche in vista di ulteriori discussionie
approfondimenti.
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